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Chap 9 : Intégrales a parametre

X sera un espace métrique, | unintervalle de R

On cherche a étudier F : X — J.I f (x,t)dt X est le parameétre, t la variable d'intégration

I. Continuité

vxe Xt f(xt)estC,,
f:Xxl —>C Supposons: <Vtel, x> f(X1t) est continu
Jp e (1) tqg V(x,t) e X x1,| f(x,t)|< (t)

X ->C

Alors F : est définie et continue sur X
XHL f (x,t)dt

On est généralement amené a remplacer X par un voisinage de a pour la 3° condition

()sj X est localement compact (3 vois compact d'un pt), | =[a,b] segment de R,

b
etf : X x| — C globalement continue, alors F : X —~ L f (x,t)dt est continue sur X

I\ Les continuités partielles ne suffisent pas

II. Dérivabilité

I,J intervallesde R, f : I xJ — C telle que :

—f(x,0) estC etf(ot) estC, - ?(X,O) est @° et ;i(mt) estC,,
X X

— Vxel, f(x,e) estintégrable surJ —Jpel’)Q), V(x,t)elx]J, ‘(;i(x,t) <o(t)
X

Alors pour tout X € I, ﬂ(X,O) est @' et F'(x) :I i(X,t)dt
OX I OX

{ réelle. (x)) >a ~O=F@ _ f06.0-F@0,
a J X, —a

f(x,,t)— f(at)
X, —a

n

EAF:3c,, <g(t)+CVD

-1 )

n

SiJ estunsegmentetf et 8_ sont continues sur | x J, il n'y a pas a vérifier la derniere hypothése
X

Pratique : on vérifie : régularité de f, (;i ; intégrabilité de f (x,®) ; domination de % (localisation)

III. Méthode d’étude des intégrales a parametre

A—Régularité (domination)

B —Calcul de la dérivée (Intégration directe par décomposition d'une fraction rationnelle)
C —Détermination de F
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IV. La fonction Gamma

vz eC,Re(z) >0 I'(z)= J.;wtz‘le“dt

VzeC,Re(z)>0,[(z+)=21(z) T®=1  T(n)=n! r(%) _Jz
I est continue sur {z € C/Re(z) > 0} I est dérivable sur R,

WP T est log—convexe  I'(x) ~ . 1 r(x+1)~,, (Ej N27mx
X e

X | n
Formule de Gauss : Vx> 0,I'(x) = lim nn ! _ xe” lim H 14+ X |en
n>+o X(X +1)...(X+N) r'(x) N>+ o k

V. Intégrales doubles
Thm de Fubini sur un pavé : [a,b],[c,d] segments de R, f € ¢([a,b]x[c,d],C)

Alors @: X > Ld f (X, y)dy est continue sur[a,b], w:y+— I: f (X, y)dx est continue sur[c,d]

Et jb(jd F(x, y)dy)dx:j:(j: £(x, y)dx)dy:j f

[a,b]x[c,d]

Convolution d'une fonct® périodique : f,g e E=¢, (R,C). VxeR: f *g(x) = ZL-[OZ” f (x—t)g(t)dt
r
"PIf g e, (R,C) || (f,g)+> f*gestbilin. > asso.sur (E,| [.) Il Sif ougeste®, f+geste?

vheE, ¢ (h) :Zi ["h@e™dt= Ve z, c,(f *g)=c,(f)xc,(g)
T

Noyaux : K e €([0,1]%,C), f € E =([0,1],C). ®(f): X j:K(x,t) f(t)dt e E

si (f,), €eE" estbornée pour || |,, (©(f,)), possede une sous-suite convergente

I,J int.de R, S={segments — I}, 7 ={seg' = J}, (S,) eS" /'/USn =1, (avecacdl Nl = aeS,)idem (T,)

nelN
fec(lxJ,RY) f estintégrable sur | xJ lorsque {.”.sn f/SeS, T eT} est borné
On pose alors .”li f= (S,‘?ing('[ISXT f)

N—-+o0

f ec(IxJ,R") estint.surl xJ ssi lafonction n|—>“‘S . f est majorée. Dans ce cas, HI , f=1lim HS . f

f,gec(lxJ,R"),1eR" fetgint.surlxJ= f+getAf aussi, etﬂI ; f +/19=.U| ; f +/1J.J‘I ,9

f eC(1xJ,C) estintégrable sur | xJ lorsque | f | I'est

f,gec(lxJd,C). Si0O<f<getgint.surlxJ,f I'estaussi
fint.surl xJ < Re(f) et Im(f) intégrablessurlxJ || f,gint.surlxJ,AeC=Af +g l'est

Sif e@(lxJ,C)estint.surl xJ, on pose HM f=| IXJRe(f)+—HIXJRe(f)wri(ﬂM|m(1=)+—jj|XJ|m(1=)+)
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f e@(lI xJ,R) positive, supposons: — Vxel, f(x,09)e'(J) — yw:xr _[ f (X, y)dy est continue sur |
J

Alors f estintégrable sur | x J ssi y est intégrable sur |, et dans ce cas, ‘Um f :L 74

f peut étre intégrable et pour certaines valeurs, f (x,®) ou f (e, y) ne pas I'étre

Thm (Fubini) : Si f € @(l x J,C) est intégrable, et si toutes les intégrales partielles de | f | existent et donnent

des fonctions continues, ces fontions sont intégrables et L (L f(x, y)dy)dx = ”M (= L (L f(x, y)dx)dy

Transformées de Fourier : f € L(R),Vx e R, F(f)(X) = f (x) = J-m f (t)e™dt, f est continue, 3lim f=0

x> f(x+h)y =7, (£)(x) =™ f(x) f, :x> f(AX)= fﬁ(x)=ﬁf(§)

SineN* etti>t"f(t) e L'(R), f estde classe ", avec Vk € ’ = (D)  F(t>t"f (1))

Formule de dualité : f,g € L (R)?, alors, correctement, IR fg =LR f§  (Fubini)
Transformée de Laplace : f € G (R",R).Vze C,Re(z) >0,L(f)(z) = j;w f (t)e *dt est bien définie.

L(f) est continue sur IT={z € C,Re(z) > 0}(Localisation sur [a, +oc[), et @ sur R,
Convolutions : f,g € ¢(R,C). Lorsque cela a un sens, f x g(x) = '[j: f(x—t)g(t)dt

Sif e'(R),geC,(R,C),fxg=gx*f estcontinue.
Si de plus g € @*(R,C) a dérivée bornée, f x g est €

Utile : Calcul des dérivées en un point : DL et Taylor
Un "parameétre" étrange dans une intégrale — se ramener a une IP et |la dériver
Fubini : pour une intégrale double, on montre que c'est intégrable et on calcule de

la maniere la plus pratique, puis on se raméne a la forme demandée avec Fubini




