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Chap 7 : Intégration

I. Intégrales généralisées

[a,b intervalle de R Ondit que f €€, ([a,b[,R") posséde une intégrale généralisée sur [a,b[ lorsque

b b
F:x— IX f posséde une limite finie en b™. On dit ainsi que J‘—) f converge, et on note lim F(x) =.[ f
a a

a x—b~

Définition analogue pour Ja,b], ac R

Ja,b[ intervalle ouvert de R, f €€, (a,b[,R"). Soit ¢ €]a,b[. On dit que fpossede une intégrale généralisée

sur Ja,b[ lorsque fy, ; et ,; possédent des intégrales généralisées.

On pose alors Lb f =I: f +ch f

Cela est indépendant du ¢ choisi

f ee,,(I,R") définie sauf en un nombre finie de pts de I. Une singularité de f est:

— a distance finie : un point au voisinage duquel f est non bornée

— F oo si ce point est adhérent a | dans R

—b ; —b
Intégrales généralisées = Combinaison linéaire || f =(f...f )= (I fCVeVie Lp _[ f. CV)
a a

f eC,,([a,b[,R") et J._)b fCV=F: X|—>—J'b f est une primitive généralisée def tq Iirp_ F=0

Critére de Cauchy : f e, ([a,b[,R") I:b f CVssi Ve >0,3b, e[a,b[,v(u,v) [b,,b[?,

P —b . . Y
= f ee,,(ab[,R") La fovssis lim - [f

'[ufoSé:

II. Fonctions intégrables

f e, ([a,b[,R) positive. On a équivalence entre :

b
- J._) f converge - X IX f est bornée sur [a,b[
a a

—3M > 0,VS segment inclus dans [a,b[, L f<M

—3(S,), suite de segments de [a,b[tq S, ./, U S, =[a,b[ et (L f ) est majorée

neN n

Le théoréme se généralise a Ja,b[:

()sjif >0 est intégrable sur Ja,b[ et si (S,), suite /' de segments dont I'union est ]a, b[,jb f =SUPL f
& neN * °n

f ec,,([a,b[,C) est intégrable sur [a,b[ lorsque | f | possede une intégrale généralisée sur [a,b[

Sif estintégrable sur[a,b], elle posséde une intégrale généralisée sur [a,b[

Domination : f,g e, ([a,b[,C).Sif =0( g|) et si g estintégrable sur [a,b[, alors | f | aussi
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| intervalle de R, on note L'(1) ={f ¢ Con(1,C), f intégrable sur 1} Cestunsev de €, (I,C)

Si | est borné, toute fonction CPM bornée | — C appartient a L'(1)

f el’(l) etgeC,,(I,R) estbornée, gf e L'(l)

it CVssia>loua=letf>1 jlotd—: Cvssi a<l

Intégrales de réf : L—m?—at CVssi a >1. J':M P
n

Si o >1ett” f(t) est bornée et posséde une limite en +oo, f € L*([1, +o0])
En pratique : Domination. Equivalent (f ~ _ g,(f,g >0)= f intsur[a,b[<> g intsur[a,b[)

OF=G+ ) 4 e R(X) sans pole réel. Intégrable sur R ssi deg F <-2. rw F=-27 > Im(4,)
zpoledeF A — - 7 pole
Im(z)>0

supp f ={xeR,, f(x) 20} C.(R)={f e@(R)/supp f estcompact} L (R)={f eL(R)/f continue}

C. (R) estdensedans L°(R) || felS(R)= 3|/1||im I_ﬂo f(t)e™dt=0 || L7(1) non complet pour | |,

III. Méthodes d’étude d’'une intégrale généralisée

Intégrabilité — Domination, équivalent || Calcul — Int® par parties, Dvt asymptotique, Chgt de variable

()¢ gy SINE o0 4 o [reSin?t e W T _rpsin(@n+t) @
| fO== jo fCV(IPP),IO | f | DV (maj ),jo dt__[o f,etj0 =7 (utlllserln—_[oz—sim dt=2)

t2

| etJ deuxintervallesde R, ¢:1 — J un @' —difféomorphisme. Vf Com(J,R):

Lf CV<:>L(fo(p)go'CV DanscecasJ‘Jf=J.l(fo¢))|(p'|

f intégrable surJ < (f o p)@' intégrable sur |

| f €(]0,+[, R) possédant des limites finies | et1' en 0" et +w.0<a<b:>‘[:wwdt=(l —I')Ing
f \:R* > R* jo“”f cvssi Y f(n) cv
1 + ' 1 + n +
f e@(R",C)tq | f'le L(R") = Zf(n)cv@(jof)n cv@jo f cv

f e e([a;+oo[,R), (a,) €[a,+[" croissante non bornée. J.Om fcv= Zj:l f Cv.
flev= Lw f cv

aI'1+
La réciproque est vraiesif >0 En particulier, E j- '
an

IV. Intégration des relations de comparaison

f,g e, ([2.b[R), g >0 intégrable sur [a,b. f=0, (g)=[ "|f|cvet| f=0 (jbg) (idemo_ ou~_ )

(idemO_ou ~ )

f,gee,,([ablR), g >0 dintégrale DV sur[a,b[: f=0_(g) :>j f=o_ (jg)
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V. Compléments

feCp® R)ta[ fov f—=sl=1=0] [“f'ev=f—=50 | fuc=f—=50

J.:O f CVavecf v = xf (X) —=22-0

Pratique : I_AA%:%[IH((X—&Z_bZ)IAH{arctan(%ﬂ_A

1
Symétries : Changements de variables t = —

u
Lyf‘g\/jxv?\/fl (f+0)?<2(f?+g?)

Renforcer la convergence avec IPP

Cauchy-Schwarz :

Equivalents intégraux — IPP

U, =[ ()" >t =%
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