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I. Généralités
X ensemble, (E,|| [)evn, (f,), eS(X,E)", AcX

(f,) est simplement convergente (CVS) sur A lorsque : Vx € A, f (X) CV (vers f (X))
(f,) converge uniformément (CVU) sur A lorsque : 3f : A— E,Ve>0,3n, eN,vn>n_,sup|f,(x) - f (X)|<e
xeA

(1) n
A=R", f.(x)= X—'e-x CVUvers0  (avec Stirling)
nt

f— sfet(x) eA"=f (x)-f(x)—>0
Opérations conservant la CVU : Combinaison linéaire, multiplication par une fonction bornée

Composition a droite : OK (f, — 5 f = f og—2Y 5 fog), agauche:NON en gén, OKsig est UC

II. Critere de Cauchy uniforme

Si (f,) est uniformément convergente, elle vérifie : Ve >0,3n, e N,vm>n>n_sup| f,(x) - f, ()| <&

Cette condition est suffisante si E est complet

MR g; (£ Y e@(X,E)Y, Ac X métrique et E complet, f, — 5 f surA= f — 5 f sur A

On n'étudie pas la CVU sur un ouvert.
Si une suite de polynémes CVU sur un intervalle non borné, sa limite est un polyn6me

III. Approximation
[a,b] segment de R, E evn

fece,,([a,b],E):Ve>0,3pef([a,b],E) tq || f (X)—(p(x)” <ég (<:> Ap,), € £([a,b],E)" CVU versf sur [a,b])
N —

fct en escalier

b .
| Dt ee,,([ab],C) MHLTLML f(t)e"dt=0 (Montrer d'abord pour f en escalier, puis utiliser I'approx)

f eC([a,b],E)&>0:3¢:[a,b] > E affine par morceaux telle que sup| f —¢| <&
[a,b]

<> (¢, ) suite de fonctions affines par morceaux [a,b] - E CVU vers f sur [a,b]

1
| f:[abl]>Rk-lip: g, x> n_[x n f (t)dt suite de fonctions C* (somme de 2 intégrales), g, —2—f et |p'|<k

Weierstrass : f € ©([a,b],C) Ve&>0:3P eC[X]telque sup| f —P[<& (< 3(P)eC[X]" CVU versf sur[a,b])
- [a,b] -

Thm des moments : f € ¢([a,b],C) (VneN,I:f(x)x”dx:O)z f=0

(Weierstrass:P, —>?,Pﬂf -l f |2,0:ijnf —>Ib| f |* sur segment)
Ccvu a a —_—

T =Vect(e**),_, est I'algébre des polyndmes trigonométriques
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7, :Vect(e”“)ke _an = Vect, (L,cos(e),...,cos(ne),sin(e),...,sin(ne)) =Vect,. (1, cos,...,cos",sin,...,sin")

f eq, (R,C) (27 —périodique) Ve>0,dPeT tqsup| f —Pl<e (< 3(P)eT" CVU versf surR)
R

Qn:t—>cn(1+COStj €7, avec iJ.Z”Qn =1l=c, ”(n+1):>Q >0,Q, —>Osur[—7z —o0]uld, 7],

2 2790 2

£2Qu00 =2 [ HX-DQ Ot <7, 120,00~ FRIE5- [ ] F(x=0= £(91Q, O +2] ], sup Q)
o0 299 s<tti<n

IV. Théoremes « de transfert a la limite »
Ac(X,d) em, (E,| |) evn

Convergence simple : Croissance, Convexité et k —lip (avec k fixé)

ovs |3V ev(a) tqf, CVU versf surU i
f.: X >E,aeX, etf ——=—f.Si ) = f est continue en a
chaque f, est continuena

W 119°1 convergence diagonale : (). € @(X,E)",f —SY 5 f surX et (x ), € X" CVversx, f (x ) — f(X)

f —" > fsurA
aez,(fn)eé‘(A, E)", si 1n, f. posséde une limite |, en a selon A :>Elllm(llm f (X))— lim (Ilmf (X)J

X—a \ N—+wo X—a

E est complet XA XA

Marche aussi si A=[M,+oo[

b b
(f,), €Cyn([2,b], RP) f,—SW 5 f e, :sja f —>Lf

[a,b]

(f)ec'([a,b],R?)" si(f (a)), CV, et (f ), CVUversg sur[a,b]=(f ) CVUsur[a,b]versf ¢ tqf'=g

Localisation : (f.), € @(I,R")" CVSsurl = La CVU def, ' surles segments de | suffit pour avoir f &
Dérivées d'ordre p: (f ) e" 2, (f P(@),..., f *P (@), cvetf® cvUfersg= f e, etVi,f " = fO

I\ 1l faut bien vérifier (f,(”) VU : f e ¢([a,b], R) nulle part dérivable est limite uniforme de polynémes ¢~

f ec,,([a,b],C), £>0,3g ec”([a,b],C) tq |f - g||1 <& (Rendre continu avec prolongements APM, Weierstrass)
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