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Préliminaires : cardinaux

Deux ensembles X et Y sont équipotents s'il existe une bijection de X vers Y. C'est une relation d'équivalence
Un ensemble X est fini lorsque X = ou: dne N*/X est équipotenta 1,n
Les axiomes de Peano donnent I'unicité du n. On pose card =0 et card X = n sinon

Un ensemble X est infini dés que X = et Vn e N*, X n'est pas équipotenta 1,n

X est infini ssi il existe une injection de N dans X

L'ensemble ordonné (E, <) est inductif lorsque toute partie A totalement ordonnée, non vide de E
possede une borne supérieure : 3c € E, ¢ majorant de A et tout majorant M de A vérifie M >¢

(X,Y)ens.:E={(A f)/Ac X etf : A>Y injection} (A f)<(B,g)<>AcBetg,=f (E,<) estinductif

Axiome de Zorn : Tout ensemble ordonné inductif non vide possede un élément maximal

Il existe une classe Q d'ensembles, appelés cardinaux, tels que, pour tout ensemble X,
il existe un unique ensemble card X € Q tel que X est équipotent a card X

E,F cardinaux: E et F équipotents > E=F

X etY ensembles : il existe une injection de X dans Y ou une injection de Y dans X

Utiliser I'exemple d'ens. inductif + Zorn : el' max (A, f) = Soit A=Y, soitf surj (p.abs)

Théoréme de Cantor-Bernstein : X et Y ensembles. S'il existe une injection f de X dansY

et une injection g de Y dans X, alors X et Y sont équipotents.

Suite des antécédents (uniques s'ils existent) de X, € X 1y, €Y /9(Y,) =X, % € X/ T (%) = Y,... = (X, ¥;...) finie ou co.
A={x, € X [ (X,...) finie de card impair}, B — impair, C > Idem sury, €Y,A'— impair, B' — pair

oa=F,0s=0"9.=f @(A=A", ¢(B)=B", p(C)=C"  ginjtq p(X)=Y = surj

La relation sur la classe Q2: (E < F < il existe une injection de E dans F) est une relation d'ordre total

Un ensemble est dénombrable s'il est fini ou s'il existe une bijection de X dans N (strict. dénombrable = dén. «)

"Etre dénombrable" se conserve par bijection. Ac N = A dénombrable

S'il existe une injection de X dans N, X est dénombrable.

X dénombrable < Il existe une surjection d'un ensemble dénombrable dans X
7Z,NxN,(Q, les nombres algébriques sont dénombrables.

Si X etY sont dénombrables, X xY aussi.

Si (X,) oy €st une famille d'ensembles dénombrables, U X, estdénombrable.
neN

R n'est pas dénombrable : son cardinal ¢, est appelé puissance du continu

| R?,[0,1],10,1[ ont la puissance du continu
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I. Ouverts et fermés
(E,d) est un espace métrique

On dit que QQ — E est un ouvert (pour d) si: VxeQ,3r >0/ B(X;r) cQ

Une boule ouverte de E est un ouvert de E

O ensemble des ouverts de E (O < ?(E)). O vérifie les trois propriétés suivantes :
(7,) JetEsontdansO
(7,) Uneréunion d'éléments de O appartienta O
(7Z;) Uneintersection finie d'éléments de O appartienta O

XeQ, yeQ,

QNQ, =0

(H) V(x,y)eE?*x=y,3(Q,Q,) 0’ tq {

Une collection de parties O vérifiant (7)), (7,), (7,) est une topologie.
Si O vérifie de plus (H), on dit que la topologie est séparée

Une partie V est un voisinage de a € E lorsqu'il existe un ouvert Q telqueaeQ cV
On note 0(a) I'ensemble des voisinages de a

Ee0(a). | Vel@etVcW=We0(@) | V e?(a)«< 3Ir>0/B(a,r)cV
L'intersection d'un nombre fini de voisinages de a est un voisinage de a
Une partie Q < E est ouverte ssi elle est un voisinage de chacun de ses points

Soita € E, § I'ensemble des fonctions définies sur un voisinage de a a valeurs dans E'

Une propriété @ sur & est locale lorsque : V(f,g) e §%,(3V e V(@) / f, =g, ) = (2(f) < 2(9)))

Une partie F de E est fermée dans E si son complémentaire E \ F est ouvert dans E

Par complémentarité : (F) E et sontfermés
(F,) Uneintersection de fermés est un fermé
(F;) Une réunion finie de fermés est un fermé

| Intervalle de R : ouvert/fermé pour I'ordre <= ouvert/fermé pour d = .|

(a,r)e ExR’ Laboule E(a, r) est fermée pourd

(E,d) espace métrique, ACc E

La distance induite par d sur A est la restriction de d a Ax A, notéed,
On appelle topologie trace (ou induite) sur A la famille des parties de A de la forme Q2 A, ol Q ouvert de E

O, ={Q2n A Q2 € O} est alors une topologie. Une partie @ < A est dans O, ssi w est ouverte pourd,

B — A On aéquivalence entre: a) B estfermé pourd, b) B estfermé pour O,

c) Il existe unfermé F de E tel queB=ANnF

A ouvert < Tout ouvert de O, estouvertde O || Afermé < Tout fermé de A est fermé dans E
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Chap 3 : Topologie et analyse fonctionnelle
Un pointa e A est intérieur a A lorsque Ac0(a) < (JwouvertdeA/acwc A)< (Ir>0,B(a,r)c A)

L'ensemble des points intérieurs a A s'appelle intérieur de A et se note A ou int(A)

A est ouvert, c'est le plus grand ouvert inclus dans A

b e E.On aéquivalenceentre: (i) VYV e0(b),VnA=J
(i) YoouvertdeE,beo=>wonA+J
(iii) Ve>0,B(b,e) nA=
(iv) Ve>0,3xe Ad(b,x)<e
On dit alors que b est adhérent a A. L'adhérence de A adh(A) (ou A) est I'ensemble des points adhérents a A

E\A=int(E\A)

A est le plus petit fermé contenant A: A= (l F

F fermé/AcF
Onatjs: B(a,r)cint(B(a,r)). E evn= B(a,r) =int(B(a,r)) (ctr.ex: Z)
B(a,r) = B(a,r) E evn=B(a,r)=B(a,r)
AcE,beE= be As3(x,), € A tq (x,), —==—>b

A est fermée < A= A< v(x,), € A", [(,), converge => lim x € A]

(E.| [) evn : Ac E est convexe lorsque : V(x,y) € A, [x, y]={(1-t)x+ty /t [0,1]} = A

|Aul°3cint(AuB) int(AmB):AmIOB AUB=AUB ANBcANB A convexe = A et A convexes

AcE etBcE. Aestdense dans B lorsque B — A || Si A estdense dans E, on dit qu'elle est partout dense.

Ac E dense dans E <> Tout ouvert non vide de E rencontre A <> Tout point de E est limite d'une suite de A"

Sous groupes additifs de R : denses dans R ou aZ avec & Ri

Frontiére de A:6A=Fr(A) = A\ A
ac Apointisolé de A:3r >0/B(a,r)nA={a} | ae A pointd'accumulation: Vr >0,(B(a,r)\{a}) =&

A" ={points isolés de A} A'= A° ={points d'accumulation de A}

II. Limites, continuité
(E,d) et (F,0) espaces métriques

f:E>F,Ac E,aezh f admet une limite en a selon A lorsqu'il existe | e F tq :

vV eo(), 3Uev@) / fUNAcV (&Ve>0,an>0/VvxeB(An)nA o(f(x),)<e)
Sif admet| etl’ pourlimitesenaselon A, I=1" || Sidlimf(x)=1etaeA, alorsl = f(a)
xeA
La notion de limite est localeena. || f posséde un limite en a selon A= f bornée au voisinage de a
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Aimfx)=l=lef(A) | A'c A aeA'et3limf(x)=1= lim f(x) =|
X—a Xx—a X—a
XeA XxeA XeA'

Réunion FINIE avec méme limite : Alim f (x) =l et Ilim f (x) =1 =3 lim f(x) =1
X—>a X—a X—>a
XeA xeB xeAuB

Limites infinies : Alim| f (x)||=+0 < VM >0,37>0/VxeB(a,r)nA f(x) =M

XeA

3 lim f(x)=1<Ve>0,3R>0/VxeE |X|>r=|f(x)-l]|<s

[X[—>+e0

Opérations : Combinaison linéaire ok. Composition:f :E > F,g:F >G,AcE,ae K, BcFetheB
Hlimf(x):b,Hlingg(y):l,f(A)cB = limgo f(x) =1
X—a y—> —_— X—>a

XeA yeB XxeA
Si (F,| |) algébre normée, 3lim f (x) =1, Ilimg(x) =1'=3limg(x)* f (x) =1 *I"
X—a X—a X—a
XeA xeA xeA

Critere séquentiel :ae A f posséde une limite en a selon A< (V(x,), € A", (x,) »>a=(f(x,)) CV))

f : Ac R — R monotone posséde en tout point ou cela a un sens une limite a gauche et a droite

Onditquef :E — F est continue ena e E lorsque : 3lim f (x) = f (a)
X—a

xeE

SV e(f(a),avev@/fU)cVv < vV e0(f (a)), f (V) est un voisinage de a dans E

Opérations : Combinaison linéaire, produit, composition.
f continueenacE < (V(x,), € E",((x,), > a=(f(x)), CV))

f : 1 — R réglée lorsque fadmet une limite a gauche et a droite en tout point de | ou cela a un sens
ftaf(x+y)=f(X)+f(y) VieR/f(X)=Ax< f €< f aaumoins 1 ptde €

< f monotone < f bornée sur V(0) < le graphe de f n'est pas dense dans R”
I11. Propriétés globales des fonctions continues

f:E—>F,AcE f est continue sur Asif,, est continue
f est continue si elle est continue en tout point de E C(E,F)={f:E—>F ¢%}

Si A ouvert et f,, continue, tout point de A est point de continuité de f
F evn= C(E,F) est un espace vectoriel F algébre normée = C(E, F) algebre

f :E — F.On aéquivalence entre : (i) f este®
(i) VQouvertdeF, f *(Q) ouvertde E
(iii) VF fermédeF, f " (F) fermé deE

| f eCE,F) beF= f*({b}) fermé En particulier, I'ensemble des 0 d'une fonction est fermé

f : X >Y est ouverte (resp. fermée) si pour tout Q ouvert (resp. fermé) de X, f () est ouvert (resp. fermé) dans Y

(X,Y) espaces topologiques, f : X —Y est un homéomorphisme lorsque f bijection continue et f ™ continue

Les homéomorphismes se composent et s'inversent
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f €@(X,Y) homéomorphisme ssi f bijective et ouverte ssi f bijective et fermée

| intervalle de R, f e @(I,R) f injssif strictement monotone = f homéo de | surf(l)

f,. X AX+a est un homéomorphisme. Une isométrie bijective entre espaces métriques est un homéo

IV. Applications uniformément continues, lipschitziennes
Ce sont des notions métriques : (X,d) et (Y, o) espaces métriques

f : X =Y est uniformément continue si: Ve >0,37 >0/ V(x,x") € X*,d(x,x") <n=5(f(X), f (X)) <e

Négation : 3¢ >0/vnp>0,3(x,,x") tad(x,,Xx',)<pets(f(x) f(x')=e
3%, x)e (X)) tgd(x,,x) > 0et 5(f(x,), f(x',)) >0

Opérations : Combinaison linéaire, composition (mais PAS LE PRODUIT : X — X UC, X — X* non UC)

f : X =Y est lipschitzienne s'il existe k e R* tq : V(X,y) € E*, 5(f(X), f(y)) <kd(x,Y)
k est un rapport de Lipschitz

f lipschitzienne = uniformément continue

f €@ (1,C): f lipschitzienne sur | < f' bornée sur |

| Fonctions & —holeriennes (o >0) : 3k >0/ V(x,y) € 1%,| f(X)— f(Y) <Kk |x=y|* a>1=cste

V. Espaces produits
(E,,d,),(E,,d,) espaces métriques

= SR*

(%, %,), (Y1 Vo) = max(d, (%, ), d, (X, Y,))

La topologie produit de E est celle donnée par la distance d

E=ExE, Ondéfinit d{

B, ((&1,8,),1) = By, (8, 1) x By, (a,,1)

(2 est un pavé ouvert lorsqu'il existe un ouvert U, de E; et un ouvert U, deE, tels que U =U, xU,

Tout pavé ouvert de E est ouvert de (E,d). Tout ouvert de (E,d) est réunion de pavés ouverts
F.F, fermésdeE ,E, = F xF, fermédeE

I\ Un ouvert de E n'est pas en général un produit d'ouverts (idem fermé)

E xE, > E

On note, pour i €{1,2}, p, {(Xi %) X' la projection de E sur E,
122 = i

Les projections sont 1-lipschitziennes. Elles sont ouvertes (mais en général non fermées p {xy —1=0}=RR*)

(X,) = (%, %) €EY (X,), converge < (X, ), et (X,,) CV, etdans cecas lim x_ = (r!Lerxin’r!Lerxzn)

N—+o00

Ac X ou X espace topo, f: X - E xE,, f =(f, f,) (ouf =p,of)

f possede une limite ena e A selon A< f, etf, posséde une telle limite. Alors lim f (x) = (lim f,(x), lim f,(x))
X—a X—a X—a

XeA XxeA XxeA
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f est continue en a (resp sur X) ssi f, et f, sont continues en a (resp sur X)

f:E xE, > X

E,»>X
X, = T (8, %,)

E—>X

Les applications partielles de f en (a,,a,) € E, xE, sont f( ,0){

f(°’az){

Sif est continue, ses applications partielles sont continues (Réciproque fausse)

Polynome a plusieurs indéterminées
K=RouC,neN*

Monoéme : X/*... X" oules ¢, eN. a=(e,...a,), X=X . X"

Polynémes : Z A, X oules A4, sont nuls sauf un nombre fini. (L'écriture est unique)

aeN"

Addition : sur chaque monéme Produit : distributivité X “X# = X “*#

K[X;...X,] estI'ensemble des polyndmes : c'est une algebre commutative de base (X“) _ .

(Thm général) A K —algébre commutative unitaire, (a,,...,a,) € A". Il existe un unique morphisme d'algébre
f:K[X,...X,] > Atelquef(l;)=1, etpourtoutie N ,f(X,)=3

f ( D AKX j => Aar.an

aeN" aeN

Degré total d'un monéme : deg(X;*..X[") =, +...+a, Degré partiel d'un monéme : deg, (X;*..X[")=¢,

Degré total d'un polynéme Z A, X s max{a, +...+a, laeN", 4, #0}

aeN"

Polyndme homogene : tous les monémes intervenant dans P ont le méme degré principal

P s'écrit de maniéere unique P = Z P, avec (P,), suite presque nulle de polyndmes homogenes de degré n
neN

DY L ({K[xl...xnleg(K“,K) e areen J
onct’® polyndme attachée a P: ( o yan . morphisme d'algebre
XX ) D) A XX
a§" P — P

P e K[X,...X,], P est continue
S'il existe des parties infinies A ..., A, de K telles que P s'annule sur A x...x A ,P =0

VI. Applications linéaires continues

Particularité de la topologie d'un evn : invariance par translation et homothétie

| F sevde (E,| |) f2E=>F=0 H hyperplan de E = H est soit fermé soit dense

€] ) et (F ] ) evn

£ (E,F)=2(E,F)nC(E,F) GL.(E) ={u e GL(E)/u et u™ sont continues}
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ue £(E,F). On aéquivalence entre :
1) u continue sur E 2) u continueen O 3) U continue en un point au moins

4) u bornée sur B(0,1)  5) u bornée sur S(0,1)
6) U bornée sur une boule B(a,r) (r > 0) au moins

7) 3k >0/vxeE,|u(x)|. <k|x]|. 8) U est lipschitzienne
ue £(E,F) continue= sup [u(x)||. = iu(pgl)”u(x)”F =mindk >0/ vy e E,|u(y)|. <!|y|.}

xeBe (0,1)

|||u||| = sup |ju(x)|. estlanorme d'opérateur/associée/subordonnée de u: c'est une norme sur £ (E, F)
xeBe (0,1)

vxe B Ju)l. <.
V(u,v) € £ (E,F)x £, (F,G),H|VOU|HE‘G < H|V|HFG X H|U|HEF = (£ (E),H| |H) est une algébre normée

| U € < keru fermée
VII. Comparaison des normes

EK-evavecK=R ouC,N, et N, deux normes sur E

N, est plus fine que/domine N, si:3c >0 tq VX € E,N,(x) <cN, (x)
N, et N, sont équivalentes si : 3(c,d) e R * tq VX € E,dN, (x) < N, (x) <cN, (X) (relation d'équivalence)

N, plus fine que N, < V(x,), € E",(x,),—+>0=(x,),—>—>0
N, équivalente a N; < N, et N, ont les mémes suites convergentes

N, est plus fine que N, ssi tout ouvert pour N, est ouvert pour N, (idem pour les fermés)

Deux normes équivalentes donnent la méme topologie

On admet pour 'instant : en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes

VIII. Compacité
(X,d) espace métrique

(X,d) est compact si, de toute suite de points de X, on peut extraire une sous-suite convergente dans X

SiAc E em: A compacte < Vu e A", Ja € A et ¢ extraction tq : U, —>@

A partie compacte de (E,| [) = A est fermée bornée
(E.|| [ evn compact: Y = E compacte pour d, <>Y fermée

(X,d) em compact = X complet

(F,) suite décroissante de fermés de I'espace compact X = ﬂ F,#0<VneN,F, #J
neN

—avnzN,p(n)=n=N=u, eF, ferméae|F,

| vn, onprendu, e K, X compact=u,,

(X,,d,) et (X,,d,) espaces compacts = (X, x X,,d) est compact

Ac®R"| )= A compacte ssi A fermée bornée
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Ac E,N; et N, normes équivalentes. A compacte de (E,N,) < A compacte de (E,N,)

(X,d) espace métrique compact, uc X" u converge < u posséde au plus une valeur d'adhérence
(X,d) et (Y,0) espaces métriques, f € (X,Y) Si X compacte, f (X) est compacte

Soit X espace métrique compact non vide :
1.Sif e ¢(X,R), f est bornée et atteint ses bornes
2.SigeC(X,E), Eevn=3ae X tq |g(a)||=sup| f (x|
xeE

(Théoréme de Heine) X et Y espaces métriques, avec X compact :
Toute application continue f : X — Y est uniformément continue

| Par I'absurde : f non UC=d(x,,X.) —>0, et 5(f(x,), f(X'.))=a X

n!n o(n)

—>aeX=f(x,)—> f(a),f(x',)—> f(a) NON
| Méme résultat sur R si f périodique continue ou f continue avec limites en +o et —o0

Compléments

(X,d) espace métrique compact, o > 0. Il existe une partie finie A de X telle que X = U B, (a, p)

aeA

P.abs : supp VAc X finie, X ¢UB(a,p):>ao e X : X #B(a,, p) = a, € X \B(a,, p)...

acA

(a,) vérifie : Vm>n,d(a,,,a,) > o : extraction DV:NON

P11 'espace topologique X vérifie I'axiome de Borel-Lebesgue (BL) lorsque :

V(®,),., famille d'ouverts de X tels que X = Ua;I , il existe J c | finie telle que X = Ua)I

iel iel

(ie: de tout recouvrement de X on peut extraire un recouvrement fini)

iel

“(x,), € X" = L'ensemble des valeurs d'adhérence de (x,), est A= (") Adh{u,, p > n} toujours fermé
neN

| acA=VVneN,Ve>0,aeB(ae)n{x,, m=2nf<VneNae{x, m=n}

X vérifie BL, (F,) suite décroissante de fermés non vides = ﬂ F, =90
neN

Sinon, | JX\F,=X. BL=3NeN/X = X\F,=J= F,=F NON
U n n n N

neN ne O,N ne O,N

Lemme de Lebesgue : (€,),, recouvrement ouvert de X (compact) =3p>0/Vxe X,Jiel /B(X, p) =,

p.abs:Vp:% >0,3x, € X,Viel,B(x,,p) Q. :(xw(n)) —a=13i, e I,aeQio ouvert:3¢/B(a, &) chO

1 ¢, € 1 & o
n tq m < E 2d (Xq,(n),a) < E = B(Xm”) ,mj c B[X‘”(”)’Ej cB(a, &) < Qio contradiction

WPl Théoréme de Borel-Lebesgue : X (espace métrique) compact <> X vérifie I'axiome de Borel-Lebesgue

< Si X vérifie BL: (u,) e X",F, ={u,,,m >n} suite 4 fermés non vide: A,=NF, #@ = (u,) posséde une va

= (Q,),, recouvrementde X, p>0/Vx,3iel,B(x,p) cQ, thm1 :recouvrement fini de boules B(x,, p) © Q, =0K

Utilité : Passage du local au global
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IX. Espaces vectoriels normés de dimension finie
K=RouC. E K-evdedimension finie

N norme surR": N est continue pour la topologie produit

N est équivalente a | ||

(¢,...,) base canonique de R" :N(X —Y) <|x-y|, > N(g) =N k-lip=¢°

S={xeR",|x|, =1} compact pour || |, .x+> N(x) € surS = borné et atteint ses bornes o < = a <N [L] <p

[xI.

Sur E, toutes les normes sont équivalentes

| Idée : choisir une norme adaptée au probléme posé

Ac E (de dim finie) : A compacte < A fermée bornée

Les boules fermées sont compactes

(E.| [) evn de dimension finie = E est complet

W(E,|| |) evn (de dimgcq)  F sev de E de dimension finie = F est fermé dans E

E, F evn. Si E est de dimension finie, £(E,F) c C(E, F) (Utiliser N)

(E.| |.) evn de dimfinie:u:(E,| |.) = (F.| |.) Ix e S, (0,1) tq Jlu(x)|. =|||u|||

Si F est de dimension finie aussi, £(E, F) est de dim finie et B ={u € £(E, F),|||u||| <1} est compact

E evn de dim finie, de base (g, ...e,)

n n
(X ), :(inkei) eE" cvssi Vie Ln ,(x,), CV. Dans ce cas, lim x, :Z(klirpw X, )€
i=1 Kk i=1

Résultat analogue pour les limites de fonction, et les fonctions continues

F evndedimfiniedel'evn (E,| |) VxeE,JaeF;|x—a||=d(x,F)
Thm de Ricsz : Ede dim oo = 3(x,) € E",V(m,n) e N?,

Xo|| =Xl =1 et m=n=|x, —xm||21Z

B(0,1) compacte = E de dimension finie

Enveloppe convexe :T(A)= (| C={xeE/3(a..a,) € A" I(4..4,)eR™ /D A =letx=) Aa}
0 i=0

convexe COA

Thm séparation : C = cvxe fermé de R" euclidien : Vx e E,3!p e C tq ||[x—p||, =d(x,C) et Vq e C,(x—p|q—p) <0

X. Espaces complets

L'espace métrique (X,d) est complet lorsque toute suite de Cauchy de X converge (dans X)

(X,,d;) et (X,,d,) em complets < (X, x X,,d) est complet
X em:Ac X compléete = A fermée | A fermée dans X em complet = A est compléete
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Critére de Cauchy : Ac E,aeﬂetf A—(X,d)
f admet une limite en a selon A= V¢ >0,37>0/V(u,v) € (B(a,n) N A)?,d(f(u), f(v))<e
C'est une condition suffisante si X est complet

(a,b) eR?, f Ja,b[—> RP f ' bornée au voisinage de a = f possede une limite en a

fee, (R, C) [t v ve>03Mm >O/Vx,y>MUny <s

(X,d),(Y,5) evn avec (Y,5) complet, f : A=Y fonctionUC. A=X =3lg: X -V tq g.=f. gestUC

aeB(x,n/2)c Ad(a,b)<n=o(f(b), f(a)) <e&= Crit. Cauchy.Y complet : f possede lim g(x) en X (unique par PPI)
UcC: (x,y)e X?,d(x,y)<n/2. a,b, tqa, —x,b, - yc>ded=d(a,b,)<napcr=45(f(a,), f(b,))<e=35(g(x),9(y)<¢

C.part: X,Y evn,Y complet, Adense dans X.f : A—Y lin et continue = f lip, UC, et g linéaire, avec |||g||| =||| f |||

Un evn (E,|| ) complet est appelé espace de Banach

Tout evn de dim finie est complet.

X ensemble, (F,|| ||w) de Banach : B(X,F) ={f : X — F bornée} est complet pour || ||w

f. ee(X,C)",ae X : SuppIU e0(a),3f :U - C, et (f., ), ——— f, f est continueena
= (&, (X,C),| |.) =€(X,C)nB(X,C) est complet
E,F evn, F de Banach = (&, (E, F),||| |||) est complet

| Plan pour montrer la complétude d'un espace de fonctions : I.CVS Il.lim dans I'espace I1I.CV pour la norme
“+00
TEIN(IN) ={(u,) e K" /> Ju, [V} full =D lu, | (I'(N),| |,) est un espace de Banach
n=0

(E,| |) evn:lasérie > x, atermes dans E est absolument convergente lorsque > _[x, | converge

Normalement convergent : convergent pour || | (dans les espaces de fonctions)

Si E n'est pas complet, une série peut étre ACV et non CV

"PPIE,|| |) evn : E complet < Toute série ACV de E converge

E espace de Banach : GL. (E) ={ue £ (E)/3ve £ (E),ucv=vou=1d.}
P e £ (E):|uf| <1= 1d¢ +u e GL (E)
GL. (E) est ouvert dans £, (E), et u > u™" est continue sur £ (E)

Compléments

P Théoreme du point fixe (Picard) : (X,d) em, Ac X, f : A— X
A=, Acomplete, f (A) c Aetf strictement contractante = 3Nl € A, f (1) =1
Dans ce cas,siu, e AetvneN,u, , = f(u,)=(u,), CVversl
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Lemme de Baire : F, suite décroissante de fermés de I'espace complet (E,d) (x, € F, +Cauchy)

Si la suite (diamF, ), tend vers 0, il existe a € E tel que ﬂ F,={a}
neN
Théoreme de Baire : (Q2,), suite d'ouverts denses de I'espace métrique complet (E, d)
Alors A= ﬂQn est dense dans E

neN

— Ir.
wouvertde E:a, e o1, >0tq B(a,,1,) cQ, Nw,...a;, €B(a;,r).r, <Ej

j,r~)ﬂa) Lemme de Baire (r, > 0) : ﬂE(a
jeN

tq B(a,,..1,..) < B(ay, ) M...n B(a r)={a}c Anw

j’

Un résiduel est une intersection dénombrable d'ouverts denses

Espace de Baire : espace vérifiant : tout résiduel est dense

(G,), famille de fermés de (E,d). Si tous les G, sont d'intérieur vide, alors G = UGn est d'intérieur vide
neN

XI. Applications multilinéaires continues
E[ o) F[ ) et @] ;) 3evn

@ application bilinéaire de ExF dans G. ¢ continue < 3C >0,V(X,y) e ExF,

o0 Y <Cxe x|yl
E,..E,,G de dimensions finies. Toute application multilinéaire ¢ E, x...xE, — G est continue

XII. Connexité

E espace topologie. On a équivalence entre :
(i) SiQ, etQ, sontdeuxouvertsde EtqE=0Q, UQ, etQ NQ, =, alors I'un des deux est vide
(i) SiF etF, sontdeuxfermésdeEtqE=F UF, et nF, =, alors I'un des deux est vide
(iif) Les seules parties ouvertes et fermées de E sont & et E

(iv) Toute fonction continue f : E —{0,1} est constante (f ({3, f *({0})) part® fermée
On dit alors que E est connexe

(E,d) em. A connexe = A connexe

. . . Utiliser (iv
(A),., famille de parties connexes de E. Si ﬂA =, UA est connexe (V)
iel iel
"""Pll composantes connexes : ac E, C(a) = U C, est connexe : c'est le plus grand connexe contenant a

aeC; connexe de E

f € C(E,F), A partie connexe de E = f (A) est connexe dans F
Ac R. A est connexe Ssi c'est un intervalle

A c E est connexe par arcs lorsque pour tout (a,b) € A%, il existe y,, € C([0,1], A)
tel que ., ([0,1]) = A, 7s(0)=aet 7D =D

A connexe par arcs = A connexe || L'image continue d'une partie connexe par arcs est connexe
Le produit de deux parties connexes par arcs est connexe par arcs
E evn et A ouvert de E = A connexe SSi A connexe par arcs polygonaux
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1:A= U;/ab([O,l]) est une union de connexe ayant un point commun 4:a®b < 3y, :[0,1] — A affine par morc.
beA

R Rel d'équiv. Classes d'équiv ouvertes (car A ouverte) A connexe = une seule classe d'équiv

| R?\Q? est connexe par arcs (cercles passant par a,b, r avec r € Q° = nb dén, or cercles passant par a,b non den)

(X,d) em,f eC(X,Y) Si f est localement constante et X est connexe, alors f est constante

| intervallede R, f e(l1,R) f injective <> f strictement croissante

Co>R
C={(x,y)el?*/x<y} f(y)-f(x) €e€(C,R) f inj=¢p(C)<=R* et ¢(C) connexe...

y—X

7%y o
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