Mathématiques — fiche : Chap 23 : Séries de Fourier

Chap 23 : Séries de Fourier

I. Préliminaires : Polynomes trigonométriques

ike

T =Vect, ("), _,, c'est une algébre dont ("), _, = (¢,) est une base vectorielle : g 6, =€, ,,

Pour (P,Q)eT?,(P|Q)= ZLJ‘;”W)Q(t)dt, c'est un ps hermitien sur 7" pour lequel (g, ) est une BON
r

n
Tout poly trogonométrique s'écrit alors P =¢; + »_ (e, cos(ke) + S, sin(ke))
k=1

Pourk e 1,n , (cos(ke)|P) =“—2k,<sin(k-)| P) =% et IOZ”P =¢,
<k_z ﬂkeik. kZ Iukeik.> — kZ ﬂ_k,uk

<co + Zn:(ak cos(ke) + S, sin(ke))

¢t (@', cos(ke) + B, sin(k-»> =§c'o+§ia_ka'k+/7kﬂ i

sinth

N sin(n+2jt 1
Noyaux : de Dirichlet : D, (t) = Z g™ == de Fejer : Ky, =——(D, +...+ DN):—2 (rec)
=3 sin— Dl (N +1)sin2E
PeT,etvVteR,P{t)eR* =3IQeT,P=QQ (P=e™f(e"),feC[X]= zérosdef?

C it -t o
& =4, €™ =&, |hoc
eTEmLY A LA

conj »>zeC,z*" ?(lj = f(z), mémes mult, f =
yA

fec,, (R C)est @ par morceaux si : I{x, } subdiv® tq VK, fix x,, POSséde un prolongement C* sur [X; X,

Rappel : Sif etg sont et €, ,

en notant pour he{f, g}, ﬁZtH%(h'(f)Jrh'(t_)) I: fg:[fg]g—j: fg

Si non continues, il apparait des masses de Dirac
II. Coefficients de Fourier

f ee,, (R,C) T-périodique. On lui associe des coefficients de Fourier :

1 eT —in?%y
— complexes:neZ, Cn(f)=?-|-0 f(te T dt

. * 2T 2r 2T . (27 a,
—réels:nelN ,an(f)_?.[0 f(t)cos(?ntjdt, bn(f)—?f0 f(t)sm(?ntjdt et ?—co(f)

Pourk €%, 6, (1) =2 (a (=i (1) ¢, (N=Z(a(D)+ib,()

Désormais, T =27

Les coeffs s'obtiennent en intégrant sur n'importe quel intervalle de longueur 27
Sif estpaire, VkeN*, a (f)=0 Sif estimpaire, b (f)=0 (intégration sur [z, 7]
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Translations : pourhe R, f, =7, (f):t f(t+h) VneZ,.c, (f,)=e"c,(f)

Ordre de grandeur : Vne Z,| ¢, (f) < f|, et |c,(f)[<|f[, = ¢, est continue pour || || et] |,
Sif eC(R,C), alors Illim c,(f)=0

si %+Z(ancos(nx)+bnsin(nx)) CVU de somme f, %:co(f)et‘v’neN, a(f)=a etb (f)=h.
n>1
+o0 _r2
Or 0L P.() = > 6™ CUN & fixé, et P, (1) :1;:# ¢ (P)=r"a (P)=2r",a (P)=1
N=—0 - +

f €@, (R,C) €, dedérivée généraliséef VneZ*c, (f)= %Cn ()

Sif este’, c,(f)=0(/n")

1IHPII 1 cor
f,.gee, (RC),f >~<g(x)=2—J‘0 f(x-t)g(t)dt=>VneZ,c,(f xg)=c,(f)c,(9)
T

II1. Point de vue préhilbertien

D ={f € (R,C)/VxeR, f(x) =%(f (xX7)+ f(X_))}- Sur D, (f[g) =2iI02”Tg est un ps hermitien
T

Vect(e, )., =7 est dense dans I pour | |,

N
feD:c (f)=(,|f)=S,(f)= Z c (f)e, estlaproj. orth.de f sur 7 (minimise la dist. euclidienne)
k=—N

400 2 1 &
(Sy(F)y cVversf pour | ||, I Dllc,(f)F cvet D lc,(f)f =||f||§(=a'T+EZ(an2+bn2)J
n=—o0 n=0

f,g e]D):ZCn(f)Cn(g) CV de somme (f | g)

nez

Déterminer une série de Fourier — Dessiner sur plusieurs périodes,

— faire attention aux intervalles de validité des formules

_7Z'—X _ _ml R 1 27 _ 27 2 27 "2
F0== sur]0,27z[,f(0)—0:>f(x)_nzzl:ﬁsm(nx) | fec tqjo f_0:>.|'0 | f1 sjo | ']
fetgeD:VneZ, c,(f)=c,(g)=f=g (sur & —a un nombre fini de points pres)

sif eDet Y, (f)e™ CVU, alors Wxe R, f(x) = 3 ¢, (f)e™

neZ n=—o0

IV. Convergence simple et uniforme

feD:vxeR, S, (f)()=f Dy (X :%Ioﬂ(sin(;ﬁ(:/lzlf)t) f (X+t)-; f (x—t)jOlt

Théorémes de Dirichlet : f € ]D),%. vxe R, S, (f)(x)—22— f(x) (%(f (X )+ f(x))sif @pmj

2
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"MPIIt e, € et . Alors la série de Fourier de f est normalement convergente de somme f

| Pour f (X) = (7 —Xx)/ 2, pas de CVN...

""MPIIbivergence des séries de Fourier :

Thm de Banach-Steinbauss : E espace de Banach, (u;),, € £ (E). On a l'alternative :

JA dense dans E tq VX € A, sup|u, (X) |=+eo ou 3M >0, Viel, ||u, |||< M
iel
E=¢, (R,C)munide] [,.u: f>8,()O)  Jlu, |20

= 3JAcE, densedans E tq: Vf € A, sup|u, (f)|=+o

sin’((n+1)t/2)

1 n
Féjer:f €@, (R,C), o, (f)=——3 'S, (f) —VneN, VxeR, o,(f)=F,  f(x)ou K, (t) = _
éjer:f €C,, (R,C), 0,(f) n+1§ «(F) € eR, o,(f)=F, x f(x)ou K,(t) (nTD)sin(t/2)

—o,(f)CVUversf sur R

feq,(RC),aecR SiS (f)@Ccv==CVversf(a) (Cesaro sur o)
VkeZ,c (f)=0= f dvp en série de Fourier (SiS (T)(0)= ch (f)./'DV, o, (f) aussi= non:CVN)

V. Méthodes et applications

| Parseval sert partout

Développement en série de Fourier :
— Calcul direct — Fractions rationnelles (et exponentielle)

— PS avec une autre SF — Intégrale a param. et décalage d'intervalles d'int® (périodicité)

Séries entiéres et fonctions analytiques : Appliquer a 8 +— f (re')

+00

D az

n=0

| f(0)| maxlocalde | f |z = f constante (coeff sous forme d'intégrale, unicité de Fourier)

... holomorphe

Equations fonctionnelles : convolutions, translations...

Equations différentielles




