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Chap 2 : Séries numeériques

I. Généralités
K=RouC

n
Une série a valeur dans K est un couple (u,,U ) ot (u,), e K" et VneN, U, = Zuk
k=0

(u,) est le terme général de la série, (U, ) la suite des sommes partielles.
On note Y u, pour (u,,U,)
La série décalée a I'ordre p de Zun est Zvn ouvneN,v, =u,,

L'ensemble des séries muni des lois naturelles est un K —ev

ZUn série de terme général dans K

n —+00
Zun converge si la suite U, =Z:uk converge. La limite de U, est la somme de la série U = Zun
k=0 n=0

Zun diverge si la suite (U,) diverge

On dit que Xu, et Xv_sont de méme nature lorsque (Zu, converge ssi Xv, converge)

+00 n +00
D u,, série convergente de somme U. Le reste d'ordrende Y u, estR =>u —>u, =U-U = > u,
k=0

m=0 m=k+1

Equivalence suite-série : (U, ), converge < Z:(un+1 —u,) converge

Divergence grossiere : U, converge = (u,), =0
Une sombinaison linéaire de séries convergentes converge. CV + DV = DV (/\NDV +DV =?)

Zq" converge ssi |q|<1 (somme g ﬁj (iq”j(l—q) :zq" —Zq"*l =1
- n=0 n=0 n=0

II. Séries a termes positifs
u,), eR "

Zun série a termes positifs: — U, croit
- Zun converge ssi (U, ), est majorée
— > u, divergessi (U,), = +oo
Zunsérie a termes positifs
— @ injection de N dans N, et (V,), = (U,), © D U, CV=D v, CVde sommeV <U

— o bijection de Ndans N, et (v,), = (Uy)n 0 DU, CV < DV, CV, les sommes sont les mémes

w extraction. (u,), e R, ,U, =Z:uk U,)cve U

k=0

) CV

w(n)

ZUn et Z:vn séries a termes positifs tels que VneN,u, <v, : Zvn V= Zun aussi avec U <V
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), (v.), eRr™ u, ~v, = Zvn et Zun sont de méme nature
“+o0

Application utile : Zun série a termes positifs. v, =In(1+u,) ZUn CV(:)ZVn CV  (u, —>0:DL)

Criteres multiplicatifs : (u,),,(v,), e R ".

u V uﬂ
Sidn, eNtqVnxn,,—% <. un=O(Vn)et(Z:Vn CV:>ZunCV) [pr:ﬁ(<):ump<( ‘]Vn}pj
u Vv o o

n n

N—+o0

* u
Théoréme de d'Alembert : (U ), € R  On SUPPOSE qu'il existe k € R, U{+w} tel que 22— >k
u

n

Sik<1, Zun converge Sik>1, Zun diverge Si k =1, on ne peut rien dire

n+l

+thm T

D:gqtgk<g<l HnOIVnZnO,u"+1<q:q
U, G

III. Comparaison série-intégrale

aeR, f ec([a+xf,R) Onditque J‘ﬂo f converge lorsque F : x > IX f posséde une limite en +
a a
On dit que rw f diverge sinon

l-a

| rnf avec f :X|—>i a:1:>IXf =InX — +00: DV ail:IXf _X _1 CVssi a >1(DV sinon)
1 X 1 1 l-a 1-«
f ec,, ([a,+x[,R) avec f >0. On a équivalence entre :

0] J'mf converge

a
(i) F:xX— IX f est majorée sur [a,+oo[
a
(iii) Lasuiten Jn f est majorée (3= 2:encadrerx avec | x | et [ X )
a
f,geC,(a+oR),f>0etg>0 f<g= [gov=["fcv [“fov=["gDv
a a a a

J‘:OW converge ssi @ >1ou (¢ =1et b >1), diverge sinon (multiplier part” avec y entre « et 1)
n

//HP/] T ec, (R ,R) décroissante positive. La suite Z f (k) —Ion f converge.
k=0

+o0
= Sif >0 décroissante, la série Z f(k) et Io f sont de méme nature

D:u,,—u, =" (F+D-FE)dt<0 =Zn:f(k)—_|'onf > f(n)+"§_1;(f(k)—jkk”f)zo:\ min

1
Séries de Riemann : Z—a CVsi a >1, divergesi o <1
n

Séries de Bertrand : Z CVsi a >1ou (a=1et f >1), diverge sinon

n“(Inn)”

//HP// Constante d'Euler:u, = Z%—Ln% convergevers y>0=H_ = Z% =y+Inn+o0()
k=1 k=1
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IV. Critere de Cauchy

m
DY
k=n+1

D _u, série de nombres complexes : Y U, converge ssi Ve >0,3n, eN, Vm>n=>n,, <g

9n
Négation : 3¢ >0,VN,Im>n=N tq >2¢<3dp, <q,,p, =+ tq Zuk ne tend pas vers 0

k=p,

m
DU

k=n+1

(E,|| ||) evn, (u,) € E". On dit que Zun est absolument convergente lorsque Z”un” converge

Si ZUn est absolument convergente, (U, ) vérifie le critere de Cauchy

Si (u,), € C", I'absolue convergence entraine la convergence

(u), eC", (v,), eR.". Siu, =0(v,) et D"V, converge, la série Y U, converge

u u
u, 20 >u, DV:ZU"a CV pour ¢ >1, DV pour & =1. > u, CV:ZR"
n n-1

DV (Cauchy, croissance)

V. Sommation des relations de comparaison

D u, et > v, séries réelles avec Vne N, v, >0 et D v, divergente

a) Siu, =o(v,), U, =0(V,)
b) Siu ~v,, (u >0apcr), U, ~V,

0 U . . o 1 AT
Dem:, _.y L= 8V, || DV, | lim &, =0 (Cesaro généralisé)
Vn = = N—>+o0

(u,),, (v.), € R" avec pour tout n,v, > 0. Supposons que an converge

+00 +o0
a) Siu, =0(v,), D_u, estabsolument convergente et »_ U, :O( >, ij

k=n+1 k=n+1

+00 +00
b) Siu, =o(v,), Zun est absolument convergente et Z u, = 0( z ij

k=n+1 k=n+1

+0 +0
c)Siu, ~v,, Zun est absolument convergente et Z u, ~ Z vV,

k=n+1 k=n+1

(IMPORTANT) Méthode de validation : a,,, —a, ~u, (>0,> u, bV)=a,,, ~U

n

VI. Semi-convergence

(u,), eK". ZUn est semi-convergente si Zun converge et Zl u, | diverge.

(u)eR"  Onnote u; =sup((u,),0), u, =sup((-u,),0) (U, = —u,, U, [ u; +u,)

n

Si Zun est semi convergente, les séries Zu: et Zu; divergent.

Critére de Leibniz : (v,), suite réelle DECROISSANTE de limite nulle, et u, = (-1)"v..

La série ZUn converge, et vheN, U, ,<U<U,

| Z| u, | CV: Vo e &(N), Zua(n) CV de somme U
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IIHP//f e@(R,,C) Supp. Iom| f'|CV.  Alors la série Z f (k) et la suite Ion f sont de méme nature

| PP [ (F ()~ £ @dt) =[(F @) - F M-+ - [ £ -(+D)dt =fu, ~ [ F 1< "] = comp

Les sommes partielles de » v_ sont bornées
/I HP /| Transformation d'Abel : (v,), € C", (&,), € R'. Supp P 2
&, décroit vers 0

Alors la série Zgnvn converge

n-1
<gM+e,M +Z:(.9k —&1)M <2¢ M +Cauchy
—_—

= >0 car décroit

n
AT
k=m

ng Ve Vi)
k=m

n-1
gnvn - gmvm—l + z (gk - 8k+1vk )
k=m

VII. Compléments

u
Amélioration de d'Alembert : faire un DA quand —*% —1
u

n

n
n
Formule de Stirling : nl~_ (—J 27N
e

1(nY X 1 w2 n+1 z @n)! x
X =—|—|n.DL=In"2=0| = |[:CV -C>0l1_=| sin"tdt=——=1_, (IPP).nl I , =—(rec)l,, =——>=—
" n![e) Ui X (an " JO e (2"n1? 2

n

Croupement de termes : U, € C", ¢ extraction avec ¢(0) =0, V, = U, +.-.+ U001

p(n
Si(u,), >0, Zun et Zvn sont de méme nature
¢(n+1)-1
Sinon,siu, e R", et 5, = Z lu |—0, Zun et Zvn sont de méme nature
k=p(n)

Techniques utiles :

p n
"Limite monotone" (ici, (u,), décroissante) : Vn> p, Z:(uk -u,)< Z:(uk —u,) puis fix. p
k=0 k=0

"Regle dunu," (u, >0): Sin“u, >LeR, :

LasérieCV sia>1,DVsi o<1 (L,<un<(|'fl) apcrj
Zn(l 2n(1

Contre-exemples — suites "lacunaires", avec pleins de 0
Trouver des équivalents de suites récurrentes : chercher f tq f (x,,,) — f (x,) = | finie

"DL généralisé" : développer avec développement limités pour avoir des termes CV (et 1 DV)
m m-1

ngvk = 6‘me - gnvn—l + ka (Sk - gk+1)

k=n k=n

. X .
Etudier E In =L pour avoir par exemple la convergence de X,
X
n

- (_1)n a n¢4n
Intégrales : u_ = =| (-D"t™"dt
8 "=y oD

[ n"”w dt =[(t— (k+D)(F ()~ F L™+ [ (k+1-1) f




