Chap 19 : Réduction des endomorphismes

Chap 19 : Réduction des endomorphismes

Position du probléme : E K —ev de dim finie, u € £(E).

Trouver les bases de E dans lesquelles la matrice de U prend une forme simple (diagonale, triangulaire...)

I. Stabilité, éléments propres
EK-ev, ue£(E) (pour I'X : "invariant" = "stable" parfois)

Un sev F de E est dit stable lorsque u(F) — F, invariant lorsque u(F) = F, fixe lorsque (VX € F,u(x) = Xx)

ve £(E) UoV=Veu (cad [u,v]=0) = Kkerv et Imv sont stables par u
Supp F de dim finie stable par u. Si kerunF ={0},u(F)=F et u‘EeGL(F)

A|B
(&)1, base de E tq (g,...,) base de F,(Vu € £(E), F stable par u < 9nat,,, (u) = (CTNT:J, Aeai, (K)J

k A * . Al| B k A1 | kA"'B
Calculs : [u“], = 0 Icr I sifule = 0 |Al) U e = 0 A4

p A 0
E= _Elr)lFi, (e), basedeF, et (e) = U (e);, | chaque F, est stable paru < [u], :{ } ou A €91 (K)
i= 0 !

A

ielp P

Si F et G sont stables paru, F "G et F +G sont stables paru
u € £(E) est une homothétie ssi tous les sev de E sont stables par u ( < Schur, rec)

A € K est valeur propre (vp) de u lorsque : Ix € E\{0},u(x) = A%, ie ker(u—Ald) ={0}
On dit alors que X est un vecteur propre attaché a A. (A4 unique si x #0)
Si A est valeur propre, E, , =ker(u—Ald.) est I'espace propre attaché a A

X vecteur propre de U < X # 0 et KX stable par u
Avpdeu=u|* =Ald. commute avec tous les endomorphismes de E,
AU 2,U ,

Si E est un C—ev de dim finie, U posséde au moins une valeur propre (det — polynéme)

4.4, valeurs propres (2 a 2 distinctes) de U € £(E), X...X,, vecteurs propres associés = (X;...X,) est libre

Rec + composition par u: Y e % =0, &A% =0= > a; (4 —2,)% =0
%/_J

i=p

#0

Les (E, ,) sont alors en somme directe

ielp

ue£(E),acGL(E),Avpdeu=Avpdeacuca et ker(acuo-a™—1ld)=a(ker(u—Ald))
K=RouC, (E,| ) K—evn,ueL(E) Avpdeu=| Al<|ul|

I1. //9P// Complément : spectre en dimension infinie

(E.| |) K—evn, ue £ (E) de norme [Ju|| Spec(u)={1eK/u-Ald. ne posséde pas d'inverse continu}
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A vp deu= A4 e Spec(u), RECIPROQUE FAUSSE : u—Ald peut étre inj. non surj., ou bij d'inverse non ©°

III. Endomorphismes et matrices diagonalisables
E est de dimension finie

u € £(E) est diagonalisable lorsque E est somme directe des espaces propres de U
Spec(u) est I'ensemble des valeurs propres de u

card(Spec(u)) <dimE

u < £(E) Onaéquivalence entre: — U est diagonalisable - Z dimE,  =dimE
AeSpec(u)

— Il existe une base (e) de E formée de vect. propresde U (< [u], est diagonale)

A 0
[u](e) :{ J Avp=E, =Vect(e /4 =4) keru=Vect(e /u(g)=0) Imu=Vect(e /4 #0)
o A

Si u possede n =dimE vp distinctes (4,...4,),u est diagonalisable

P
u € £(E) diag.com(u) = ker[u,e]||vecomu < VA,V(E, ) € E, , |[dim(comu) = Z(dim EM)2 [| n vp#= comu = K]u]
i=1

Aeor (K) A estdiagonalisable s'il existe P € GL, (K) et A diagonale tq P'AP = A

K" > K"
Aear (K) Onaéquivalence entre: — A est diagonalisable  —f, :{X —)AX est diagonalisable
—

— (3 V) E K-evdedim finien, u e £(E) et (e) base de E tq [u] ., = A et u est diagonalisable

La propriété est invariante par similitude

IV. Polyndmes d’endomorphismes
EK-ev, ue(E)

P =iakxk €K[X] On pose P(u) =iaku" (U’ =1d.,u* =uo...ou)
PO)=ald Pu)(0)=0 (PQ)(U) =P(u)~Q(u)

K[X] — £(E) : . L
1 est un morphisme de K —algebres unitaire.

P - P(u)
I, =kergp, ={p e K[X]/P(u) =0} est un idéal de K[X]
Lorsque E est de dimension finie, I, #{0}.

| Lafin:n=dimE  n®=dime(E) > (Id...u™) est lice = P tq P(u) =0

I, estl'idéal annulateur de u. Si |, = {0}, son générateur normalisé est le polynéme minimal de u, noté x4,

Pel, Vivpdeu,P(1)=0 RECIPROQUE FAUSSE
PeK[X],ve £(E) tq[u,v]=0= vV laisse stables ker P(u) et ImP(u)
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Décomposition des noyaux (DDN)  P,....P. e K[X] 2 a 2 premiers entre eux.
Vvu e £(E), ker((R...P)))= ela ker(P (u))

| Rec + Bezout ((UP)(U)(x) + (VQ)(u)(X) = X)...

\L )u € £(E) u diagonalisable < 3P € K[ X ]\{0}, scindé a racines simples, tq P(u) =0

<P(X)=]](X-4%4)avec4 2a2# +DDN (X -4 A X —4; =1Bezout) = DDN

i=1

Si U est diagonalisable et F est stable par u, alors u E est diagonalisable

P
sevsuppl. de E et g4....t, e K tqu :z,uiﬂi, avec r; proj. sur K // @ F;

Py j#

ue £(E) udiag< 3I(F)

iel,n

;
Calcul des r; :u diag, annulée par P :H(X — ), (44 # 1)
i=1
L, est j —eme interpolateur de Lagrange attaché a 4,...4,

— 7 =L, (u) estle proj de E sur F; =ker(u—/1jld)//SBj F etu =Zl:,uj7rj
J:

Application : suites récurrentes linéaires a coefficients constants.
p-1
8,..a,€C"  £={(u,)eC"/Vn=0,u,,=>au,}
k=0
R(X)=X"-a, X 7 _...—a, est son équation caractéristique, 4...A ses racines et ..., leur multiplicité

Une base de & est (nkﬂﬁn)ieﬂilkmﬂ]]

V. Polyndme caractéristique
K corps commutatif, ne N* et E K—ev dedimn

ueL(E) VieK,Avp<det(u—-Ald.)=0

Aear, (K) Lepolyndbme caractéristique de A est y,(X) =det(A—Xl,)

Si A et B sont semblables, y, = 75 xa(X) = Z @] [(Aviyi = Foiyi X)
i=1

e,

u e £(E),(e) base de E. Le polyndme caractéristique y, de U est celui de [u], : il ne dépend pas de (€)

VieK,Avpdeu <= x,(1)=0

Ses coefficients sont : X" — (=1)" X"t > (-)"'trA X° —det(A)

D=2 y,(X)=X?*~tr(A)X +det A n=3 —X3+tr(A)X?*—(tr(comA))X +det A

()Les coefficients de y, sont des invariants de similitude

Spectre dans K : c'est la liste des racines de y, dans K avec multiplicité (Spec; A= Spec.A)
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ue£(E),Avpdeu Multiplicité géométrique de 4 : dim(ker(u —Ald;))
Multiplicité algébrique de A : sa multiplicité en tant que racine de y,

p p p
Si 7, estscindé y, =[ [(X-2)%, D a4 =trA  J]A" =detA

i=1 i=1 i=1

ue £(E) F sev de E stable par u, v=u|E = xl 2

A vpdeu, a, sa multiplicité algébrique, 8, sa multiplicité géométrique : , > 3,

u e £(E) tq g, soit scindé sur K u diagonalisable < VA vpde u,a;, = g3,

En pratique : On étudie AX =AX  Si y, estscindé, A diag < VA € Spec(A),re(A-Al,)<n—-«a

Cayley-Hamilton : VA e 91, (K), x,(A) =0

| écriture (A= XI,) =Y X B, 74 (X) =D a, X", (A= XI )(A= Xl ) = z,(X)I, +identification des X “

U, polyndme minimal annulateur de A. u, | y, = deg u, <n

Si 7, :(—1)”ﬁ(x —2)%, comme (X = 2)% A(X =2,) =1, 7,(A) =0,K" :i@zalker((A—i, %)

i=1

7 scindé = (A diag <> V1 e Spec(A),ker(A— A1) = ker(A—11)?)

Cgalker((A_ﬂil)ai)=£31ker(A—/?1|)=K"

VI. Trigonalisation

a *
u e £(E) est trigonalisable s'il existe une base (g,..€,) de E tq [u],, :{ }
0 a

nn

A e, (K) est trigonalisable lorsque 3P e GL, (K),P AP =T triangulaire supérieure

u trig. < u(Vect(e ..., )) =Vect(e,..e,)

ue £(E). On a équivalence entre: — U est trigonalisable
— 7, estscindé — 3P e K[ X]\{0} scindé tel que P(u) =0

3=1) RecP(u)=0=u posséde une vp, H hyppl/Im(u—11) = H = stable paru,v= u|ﬂ trigon., e, tqH ®Ke, =E

U nilpotent = u trigonalisable
u annulé par P scindé = spec(u) = (4,...4,) e K", et si Q e K[X],spec(Q(u)) = (Q(4,).-.Q(4,))

//HP// Compléments

C-1. Méthodes usuelles en théorie de la réduction

Calcul de valeurs propres :
— Trouver u:R[X]— R[X] attaché a A a I'aide de P — P'+Equa diff
— Relation de récurrence entre les coeff du systeme linéaire (si besoin, x, =0,x_,, =0...)
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Si P"'AP = A diagonale, les colonnes de P sont les vecteurs propres de A

0 1 0
Matrices cycliques:C=|: . | C"=I = Spec(C)cU,
10 0

dimE=n>luc £(E)derangl:udiag<=tru#0 (A=CL=LC=trA X*—XtrAannuleA)
E C—ev, u diag < Tout sev stable par u possede un suppl. stable par u
Aear, (C), A’ diag. A diag <> ker A= ker A A diag nilpotente < A=0

ABeI (K) ¥ =X (Binvok, B+1,/ p— B, continuité des coefs)

p
DAeom, (C) Anilpotent<>trA=...=trA" =0 (vpavecrep, trig, Y P(4)=0abs avec P = X] [(X - 4))

i=2

Utile: —P(A)=0, mqg det A>0 — Calcul des racines de P, vérifier I'absence de 0

— M tq M2 = A? — Soit on diagonalise, soit on utilise des polyndmes interpolateurs

C-I1. Commutation et réduction simultanée

u,v € £(E) sont codiagonalisables s'ils sont diag. dans une méme base  (cotrigonalisables — analogue)

E K—-ev, u,ve £(E) diagonalisables (u et v codiag <> UoVv=Vou)

(U;);, famille commutative (qcq) d'endomorphismes diag = (u;),., est codiag (regarder E, )

(U;),, famd'involutions de C" commutant 2a 2= | [<2™ (atteint)

¢:GL,(C) - GL,,(C) isomorphisme de groupes =m=n (respecte les involutions — cardinal)

(4,...u,) fam commutative d'éléments trig. de £(E) = cotrigonalisables

C-1I1II. Espaces cycliques
E K—ev de dim finien>1Lu e £(E)

xeE L'espace cyclique attaché a x pour u est F, =Vect(u* (X)),

F, estle plus petit sev de E contenant X stable paru F. ={P@U)-x|PeK[X]}

x # 0, p=min{m e N*| (X,...,u™ (X)) est liée} = (X,...,u?*(X)) est une base de F, (DE poly)

PU)-x=0< 4, |P

E est dit cyclique lorsqu'il existe X e E tel que F, =E

Ex: “nilpotents d'ordre n

My e £(E) cyclique = Com(u) =K[u] (on écrit v(a) sur la base (a...u""(a))...)
0 %
P(X)=X"—a,_X""—.—aX-a, (/\signes),lamatrice compagnondeP estC, =|" C o :
. n-2
1 a1
| Ox e E,F, =Vect(B) ou S =(x..u"*(x)) libre, 1, , = X —a, X" —...—a, v=u‘ii:[v](ﬂ) =C,
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Le polynome caractéristique de C, est (—1)" P, et minimal est C,,

C, diagonalisable <> P scindé a racines simples

P € Z[ X] normalisé de racines complexes (4,) vk € N*,3Q e Z[ X] normalisé tq ses racines sont (1")

C-1V. Polynome minimal

AeK AeSpec(u) < 1, (1)=0 (passer par polynémes)

U diagonalisable <> 4, scindé a racines simples

C-V. Décomposition de Jordan-Dunford, espaces caractéristiques

p
Supposons (-1)" x,(X) = H(X -A)4.F,, =ker(u—A41d)“ estI'espace caractéristique attaché a la vp 4

i=1

Si (1" 7, (X) =f[(x —-A4)",E =i€zr)1ker(u —A1d)™ =§>1FM

i=1

Jordan-Dunford : u € £(E), avec y, scindé.=u =D+ N, avec D diag, N nilpotente, et [D,N]=0

Une telle décomposition est unique

3 :T+trig.:> N+D.3tD+N=0+v d,v,N,D laissent stable Fji , comm. avec D sur Fji =N—-v'=6-D"'

C-VI. Réduction et topologie

Disque de Gershgorin : A9, (C), Vie 1,n 1, = Z| a,; |= Spec(A) = U D(a,,r,)

j=1 i=1
J#i

N norme d'algebre sur 91, (C), A € Spec(A) =| 1 |< N(A)
A (ai,j)

Aot (C),SpecA=(4...4,),& >0= 3P GL (C) tq P AP {
0 Ay

J avec; Vi< j,|a;[<¢

L'ensemble Q2 des matrices de 91, (C) ayant n vp distinctes est dense dans 91, (C) (A <A +279)

Ae9r, (C)=dimCom(A)>n | 7N norme de 91, (K) (R ou C) inv par similitude (densité de GL, (IK))
F fermé de C, X ={A €91, (C)/ Spec(A) c F} est fermé dans 91, (C)  (suite A | X, (2)[>d(z, )"
Utile :— "mettre en évidence un sev stable ou faire des calculs simples (dim 2...) (pour I'absurde)

_ (I)Ap > A=V, 7, (z2) > x4 (z) +distance

C-VIIL. La réduction en général

Ina 0 A .1 . 0
Décomposition de Jordan : A€ 91, (K), , scindé = A semblable a { i J ould,, = ", e, (K)
0 J ’
npip 0 2

C 0
Ae9r, (K)  Frobenius: A est semblale a [ ’ J ou C, matrice compagnondeP etP, |P,]|...| B,

0 Ch
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