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Chap 16 : Caractéristique

I. Généralités
A anneau unitaire

NZ— A
L'applicationj{n nxl est un morphisme d'anneau. Son noyau est de la forme qZ,q € N.
> nx

car A=( est appelé la caractéristique de A: Vxe A, gx=0

Siq=0, ] est unisomorphisme de Z sur un sous-anneau de A

Sigq>1, ] se factorise en un isomorphisme de Z/ sur un sous-anneau de A

qZ

K corps

Si carK =0, j s'étend en un isomorphisme de QQ sur un sous-corps de K

Si carK > 2, c'est un nombre premier p: K contient un sous-corps isomorphe a %Z

i(%)](m)j(n)l j = mph inj de corps p=ab=0=j(p)=j(@)j)= j(@=0ouj(b)=0= plaoupl|b

La 2° proposition est vraie pour anneau intégre

Un corps premier est le plus petit sous-corps de K : c'est le corps engendré par 1,

Si carK =0, le corps premier "est" Q Si car K = p premier, le corps premier "est" %Z

Un corps de caractéristique p peut étre infini : %Z(X)

I1. Corps de caractéristique p > 2
Tous les corps considérés sont commutatifs. K corps de caractéristique p

[IHP/] . . K - K . .. .
Morphisme de Frobenius : ¢ , estun morphisme de corps injectif.
X > X
Si K est fini, c'est un automorphisme. (x+Yy)" =x"+yP (carp] C,‘j)
K fini de car. p, %Z cK= %Z =o' ({0} (Fermat + n racines d'un polynéme)

K finidecar.p = 3f eN* tel que carK=p'

Polynbmes — Pas de formule de Taylor d'ordre > p.
— Pb avec la multiplicité des racines : X? —1=(X -1)*, (X" -1)'=0

K corps fini commutatif keZ,S= Z xk=? SidaeK*a*#1S=0 Sinon, dans Z S=-1

xeK*

pZ’
K* est cyclique (c tgm=(c) =ppcm{w(x)/ x e K*},x =1= m||K*|,X™ —1 a moins de m racines)
Utile : si K est fini, a € K*= X > ax bijection
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