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Chap 15 : Dualité

K corps commutatif, E K —ev
I. Formes linéaires et hyperplans

E* = 2(E,K) est appelé dual de E, ses éléments sont appelés formes linéaires sur E

Si ¢ € E*\{0}, ¢ est surjective

H sev de E, on a équivalence entre : — H est maximal parmi les sev stricts
— Il existe une droite AdeEtgH®A=E —-H#EetVacE\H, H®Ka=E
—3dpecE*\{0}tg H =kergp — Si E est de dimension finie, codimH =1
H est alors un hyperplan de E

n
WE=K" Toute forme linéaire s'écrit de maniére unique x> >_a,x. H ={xe K", a,x, +...+a,x, =0}
i=1

p p-1
K cpsinfini, F...F, sev stricts:>UFk #zE (kerg =H, oF.Rec:xe E\UH,,y ¢H_,31,¢0,(Ax+y)=0..)
k=1 i=1

II. Crochet de dualité, bases duales

Pour (X,@) € ExE*, on note (X, p) = ¢(X)

JE—>E** .
(, ) est une forme bilinéaire sur Ex E*. ] est linéaire injective, J(X) =0, : @ > p(X
x P
X (X,®)

En dimension infinie, j n'est jamais surjective : Si E = K", dim E* = (card(KK))®'

E dedimfinien>1
B =(e..e,) base de E. On définit, pourie 1,n ,e eE* par:Vje 1n ,e/(e,) =5
(e,..€)) est une base de E, appelée base duale de E dimE*=n=dimE

N
Faux en dim. infinie : sur R[X]: @: > a X" > a, g (P)=a Sip=> A&, o(X"*)=0non!
k=0

neN neN

(e) base de K", () base canonique P=[(e)],, Q=[(e")], Q="P"

Base antéduale : (¢,...0,) base de E*, il existe une unique base (¢,..€,) deE tq, Vie Ln , ¢ =€

I1I. Orthogonalité

AcE,BcE™* (A" =)A°={pec E*|Vxe A p(x)=0}={pe E*X| Ac kerp}= ﬂker((x,o))
XeA
("B=)B°={xeE|VpeB,p(x)=0}= ﬂker(p B ={w e E**|VpeB,y(p)=0}
peB
AA'cE A°sevdeE AcA'= A°c A° A° =Vect(A)°

Ac A°=(*AY) A=A
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E dedimfinie: — F sevdeE: dimF°=dimE-dimF

F=F°

—GsevdeE* dimG°+dimG=dimE G=G°°
- .., eE* peVect(p,..p,) < n kerp. < kerg G"=mkel‘(pi ckerp=¢peG°=G
ielp
Si rg(@y..p,) =T, dim () kerg, =dim(Vect(¢,...0,)°) =n—r
iel,p
Complément
E->KP
=~ surj. (sinon,lmgoc{Zﬂ,, y, =0})

E K-evdedimqcq, ¢..0, eE* : (¢..00,) Iibre<:>¢{

X (9, (X)-.0, (X))

= @, libre=3(x..x,), ¥(i, ), ¢ (X,) =,

(@.-9,) libre = peVect(p...0,) <

kerpc [ kerg,

iel,p

M, (K) — e, (K)*
A — (M > tr(AM))

H hyperplan de 91, (K) = H nGL, (K)

Trace : {

est un isomorphisme

(montrer surj avec la base)

e 1) (kerp, T et decomp® p/r rang)
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