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I. Familles libres, familles liées, bases
I ensemble, K corps commutatif.

K' =$(1,K) K" ={(1)., eK' /supp(X)={i e |/ A # 0} est fini} (ce sont des K —ev)
EK-ev, (%) €E', (4) €K Z/luxi = z A%
iel iesupp(4)
K" >E
x=(x),, €E" P (A) S A% est linéaire, son image est Vect(x;),,
iel

libre si ¢, estinjective (liée, sinon)
(a) e E' est {génératrice si ¢, est surjective

une base de E si ¢, est un isomorphisme

Oc(a)oudk=j,a =a,=(a) lice.
Une sous-famille d'une famille libre est libre. Une sur-famille d'une famille liée est liée

Une base est une famille génératrice minimale

E,F K-ev, (g),, basedeE. (f)_ €F' dlpe £&(E,F),Viel,p(e)=f.
@ injective < (f.). libre @ surjective < (f,). génératrice @ isomorphisme < (f,), base

iel

Liberté de famille de fonctions — Analyse locale : équivalents/limites, développement limité
X(X-1...X—-n+1)
]

Polynémes de Hilbert : Hy (X) =1 H, (X)= H,(X+1)-H_ (X)=H_(X)

d
VP eR[X],d=degP, P(Z)cZ<3(4..4)eZ* P=Y AH, <3a,Vke 0,d ,P(a,)eZ
k=0

II. Théorie de la dimension finie

Si E possede une base finie (g,...6,), toute famille (x...X,) avec p>n+1est lice

Pas dans Z" : (2,3) est génératrice, mais ne contient pas de base

F et G sevdu K—ev de dimension finie E.Si F =G et dimF =dimG, alors F =G

III. Endomorphismes et dimension finie
E,F K—-ev

Imu

ue £(E,F),H un supplémentaire de keru dansE. u|H

H — Imu ) )
est un isomorphisme

X > Uu(X)
Thmdu rang : u € £(E, F). Si E est de dimension finie, Imu aussi et dim(keru) +dim(Imu) =dimE

Si E et F ont la méme dimension, u € £(E, F) surjective < injective <> isomorphisme

Faux en dimension infinie, méme si E = F (dérivation des polynomes...)
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Interpolation de Lagrange : X,...X, e K 2 a 2 distincts, a,...a, € K.

AP eK, [X]/Vie Ln ,P(x)=a L=][2"% P=YaL,
!:]k Xk _Xi k=1
Interpolation d'Hermite : K =R ou C, x,...x, e K 2 a 2 distincts, a,...3,,b,..b, e K
AP eK,, [X]Vie Ln ,P(x)=a etP'(x)=b (P (P(x),P'(x)); inj)

A K —algébre asso. unitaire intégre. A de dim. finie=> A est un corps (x> ax lin, inj = bij)

IV. Rang
EetF K—ev

u € £(E, F) est de rang fini lorsque Imu est de dim. finie. Alors, rgu =dim(Imu)

E de dim finie, de base (g,...e,) = Vu € £(E, F),3rgu =rg(u(e,)...u(e,))
ue £(E,F) de rang fini, we £(E",E), ve &(F,F") = Vvou et uow sont de rang fini et :
r(uow) <rg(u) et rg(vou) <rg(u), avec égalité si w/v est un isomorphisme

| rg(uev) =rg(v) ssi Imvnkeru={0} || rg(uov)=rg(u)ssi Imv+keru=E | |rg(u)—rg(v)|<rg(u—v)

V. Sommes, sommes directes

p
E,..E, K—ev dedimfinie. E x..xE  estde dim finie, dim(E, x..xE )= kz_l:dim =

|Rx.xF, —>E
F..F,sevduK-evE J
(Kyrees Xp ) 2 X+ X
Lasomme de F...F, est Im j, notée > F;. P =Vect( U FiJ
jeLp jel,p iel,p

Fl...Fp sont en somme directe lorsque j est injective : c'est alors un isomorphisme : F, x...x Fp = Z Fj
jeLp

On note alors @ Fi = Z F;, eton dit que F,...F, sont supplémentaires lorsque @ F =E

jelp e jetp !

F...F, en somme directe < V(X..X,) e Fx..xF, X +...+X, =0=X =..=X, =0

F et G sont en somme directe ssi F "G ={0}
F...F, sonten somme directessi Vje 2,p ,(F +..+F ) nF, ={0}

Fl...Fp de dimension finie

jelp

P
dim(F +G) =dimF +dimG —dim(F NG) dim( @D Fjj:Zdim F,
j=1

Si B, estunebasede F;, f=4 U...u B estune base de @ F.

jeLp

Si dim>_F, => dimF;, la somme est directe
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L(E,G) —>l£[£(Fi,G)

E=F®..®F,, GK-ew est un isomorphisme

u (U Uy,

M Familles de projecteurs : E = C‘B Fj, Pie, = 0,vj #i, Pir = Id-

jelp '

Si (p;) € £(E)" sont tels que Vi j,pop,=p,, Pop; =0, Z p, = ld;, c'est une famille de projecteurs
i=1

VI. Quelques classes d’endomorphismes

E—>E
Si e K*h, { est K —linéaire {h,},.x~ est un sous-groupe de GL(E)
X AX

""MP! emme de Schur : u € £(E) non nulle. u est une homothétie <> Vx € E, (x,u(x)) est liée

p € £(E) est un projecteur lorsque pe p = p (idempotence)

Si p € £(E) est un projecteur, alors c'est la projection sur Im p parallélement a ker p

. _ F®G->E . )
u € £(E) est une involution lorsqueuocu=1d; || F®G=E,s est la symétrie p/r F de dir. G
X+YF>X-—Yy

carK=2  Siue£(E) estuneinvolution, c'est la symétrie p/r F = ker(u—Id;) de direction G =ker(u+1d;)

P,q proj.Uuo p—pou=0<«>u laisse stable kerpet Imp. || carK#2 p+qproj < poq=qgep=0
u involution, carK #2, uocv=vou =0V laisse stable ker(u—1d) et ker(u+Id)
Z(GL(E)) ={veGL(E),Yu e GL(E),uov =vou}={homothéties}

"MPIE de dim finie. u € £(E). pour p e N, on note K =ker(u®) et F, =Im(u®). ll existe r e N tq :
KiC..CK, =K, ,=... et FD2.DOF=F,=.. (Thm du rang)

u € £(E) est nilpotent lorsqu'il existe p e N* tel queu® =0
Sir=min{peN/K =K .} ontrouve {0}C... CK, =E r estl'ordre de nilpoitence de u

x e E,uP™(x) #0,u”(x) =0= (x,u(x)..u”"(x)) libre u nilpotent = u“"t =0
0 1 0

n=dimE u nilp. d'ordren <> 3% basede E,[u], = "~ . | dimkeru=1sVie 1n ,dim keru' =i
0 0
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