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(G, ) estun groupe

I. Généralités

La Ici est en général notée + lorsque - est commutative, on parle alors de groupe abélien

H < G est un sous-groupe de G s'il est non vide, stable par - et tel que (H,-) est un groupe

H sous-groupe de G < (H #Q, et V(X,y) e H?,xy " e H)

a € G. On définit les translations y, : X = aX et 0, : X+ Xa. Ce sont des bijections (mais pas des morphismes)
Puissance : pour a € G, on définit par récurrence 8’ =e, VneN,a"" =a-a" etpourn<0,a" =(a™)"

(G,*),(G' o) groupes. f :G —G' est un morphisme (de groupes) lorsque : (X, y) € G?, f (xx y) = f (X)af (y)

f:G—G' morphisme f(g;)=6€, || VxeG, f(x)=f(X)" || ¥xeG,VneZ, f(x")=f(x)"

7—G
, estun morphisme de (Z,+) dans (G,")
n—a

Un isomorphisme est un morphisme bijectif. Un automorphisme est un isomorphisme de G dans G

Les morphismes se composent, les isomorphismes s'inversent

(Aut(G),°) (ensemble des automorphismes de G dans G) est un sous-groupe de (&(G),o)

f e Mor(G,G") H ss-gpede G= f(H)ss-gpedeG' || K ss-gpedeG'= f'(H) ss-gpede G
f injective ssi ker f ={e;}

f eMor(G,G)=ker f ={xeG/ f(x)=¢e,} | Le centrede G Z(G) ={a G/ Vx eG,ax = xa}
Automorphismes intérieurs:a€G @, : x> axa " € Aut(G) V(a,b) eG* 0,00, =0,
G — Aut(G
{ - Aut(G) est un morphisme ou ker f =Z(G)
ar o,

H ss-gpe de G est distingué/normal/invariant lorsque : VaeG,p,(H)c H < Vae G,aHa™* cH

Un groupe est dit simple lorsque ses seuls sous-groupes distingués sont {e; } et G

SiH est distingué, aHa™ = H M f e Mor(G,G") = H =ker f est distingué dans G

G,,G, deux groupes. L'ensemble G, xG, munide lalci *: (X, X,) * (Y;,Y,) = (X, Y;, X, ¥,) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe produit de G, et G,

G, > G, xG,
X > (%,€,)

La projection G, xG, — G, sont des morphismes surjectifs || f :{ est un morphisme injectif

A, B sous-groupes de G. On note AB={ab/a < A/b B}

H, K sous-groupes de G Si HK = KH, HK est un sous-groupe de G
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H,K ss-gpesde G. N(K)={aeG,aKa" < K} est le normalisateur de K
heH,keK [hk]=hkh'k™ estle commutateur de h etk

N(K)=G < K est distingué MsiH = N(K), alors HK = KH
Cas particulier : H distingué = HK sous-groupe de G

HxK — HK L ) .
H K ={e}, alors f est bijective. = SiG estfini, |HK|H H |x| K|
(h,k) — hk

WH AK ={e},K = N(H) etH c N(K) = H et K commutent, HK est un ss-gpe de G isomorphe a H xK

Il. Z/nZ

H sous-groupe de (Z,+) = 3Ine N tel que H =nZ

neN* =[n] définie sur Zx 7Z par X = y[n] << X — Yy € nZ est une relation d'équivalence.

On note X la classe de X pour cette relation. %Z est I'ensemble des classes déquivalences pour =[n]

L'application (Q&) > X+ Y est correctement définie et fait de %Z un groupe additif

X X estun morphisme de groupe surjectif de noyau nZ

7 = — , g 7/ |_
meZ—= AZ_{m’erl""’ern 1}, ces classes étant 2 a 2 distinctes. ‘AZ‘—H

III. Ordre d’un élément

aeG. A={neN*/a" =¢e,} SiA={, on dit que a est d'ordre infini
Si A=, le nombre w(a) =min A est appelé ordre de a

j:n—>a" est un morphisme de (Z,+) dans (G,-). a d'ordre infini<> j injective. Sinon, ker j = w(a)Z

ad'ordrefini m=w(@) VneZ,a"=e<m|n || w@)=pg=w(a’)=q
m

f e Mor(G,G"),a'= f(a) est d'ordre fini et w(a") | w(a) | VkeZ,a)(ak)zm
A

@(a) A @(b) =1=> w(ab) = w(a)w(b)

a,b € G d'ordres fini m,n. siab =ba {HCEG tq @(a)v @(b) = w(c) (m=TIp*,n= I—[plb‘ u :bn p*,c=a'b’)

IV. Groupe engendré par une partie
(G,-) groupe, Ac G

Il existe un unique plus petit sous-groupe H de G contenant A, on le note (A) = ﬂ K
K ssAngeKdeG
Il est appelé groupe engendré par la partie A. Si (A) =G, A est une partie génératrice de G

Le sous groupe H de G est dit monogeéne lorsqu'il existe a € G tel que (a) =H ={a"}

nez

H=(a) Si H est infini, il estisomorphe aZ. Sinon, a est d'ordre fini, et H est isomorphe a %(a)Z
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Un sous-groupe monogene fini est dit cyclique

"PIIG = (a) groupe cyclique d'ordre n(=| G |) G'=(b) groupe cyclique de cardinal q
Vk € Z,a" est générateurde Gssik aAn=1 || GxG'estcycliquessinaq=1

. n
H est un sous-groupe de G ssi 3d |[ntq H =(a%), etalors |H |= 4

(A) est I'ensemble des mots créés sur AUA™ : (Ay={a*..a,“" /a € Ao, € Z,me N}

I\ Il n'y a pas d'unicité de I'écriture des mots, méme sur les mots réduits.
INSi(A)=G etsif etg e Mor(G,G") qui coincident sur A, f =g mais on ne peut en général pas
définir arbitrairement un morphisme sur une partie génératrice

V. Compléments

(G,-) groupe, H sous-groupe de G
Une classe a gauche modulo H est un ensemble de formeaH, acG
La relation "a gauche selon H" R,, est définie par:aR,b <> ab™ e H.

C'est une relation d'équivalence, etona: VxeG,x=xH

[IHP//

Thm de Lagrange : Si G est fini : card H | cardG et VxeG,o(X)|(|G|) < x®°¢ =e

| aH...a H (2 a 2 disjointes) — partition. h+> ah est une bijde H dansa,H =|aH [ H |

|Gl

Le nombre m est appelé index de H dans G

H sous-groupe distingué de G:aH = Ha

Groupe quotient : % est I'ensemble des classes a gauche selon H

C'est un groupe pour la loi x: (aH)(bH) = (ab)H

GG
S: %" est un morphisme de groupes.
araH

Sif e Mor(G,G"), de noyau H, il existe un unique fe Hom(G%_| ,G) tel que f = fos

. - o GxE—>E
G opére sur E (ensemble) s'il existe une application telle que :
(9, X)) g-Xx
- VxeE,e-x=xX ~V(9,9)eG? vxeE,g"(g-x)=(gg")-x
E—>E L
Vg €G, g, {x g% est une bijection. | Stab(x) ={g € G/ g - x = X} est un sous-groupe de G
H .

La relation : V(x,y) e E*, xRy < 39 € G, g - X = y est d'équivalence.
La classe de x pour R est |'orbite de X sous I'action de G:O(x) ={g-x/ g € G}

| Actions de G sur lui-méme:g-X=gx oubien @-X=gxg™" (conjugaison)
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