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Chap 9 : Structures algebriques (1)

I. Groupes

Groupe (G,*):* associative, élément neutre e,, tout élément de G admet un inverse

H#O H+O
2 =il = 2 -1

V(x,y)eH",x*yeH, x eH V(x,y)eH",x*y " eH

Sous groupe (H,*) <:>{

| Preuves : Composition par eg, x ... dans H et dans G

| E ensemble quelconque, S(E) ={bijections de E dans E} (S(E),°) est un groupe

Morphisme de groupe ¢: (G,*) — (H,0) (groupes) Y(x,y) e G?, p(x*Y) = p(X)ap(y)

ples)=¢e, o(x)=(p(x)"
@(G,) sous groupe de H @ *(H,) sous groupe de G
Si @ et w morphismes de groupes (de G dans H et de H dans K), i o morph. gpe de G dans K

Noyau d'un morphisme de groupes :G - H : kerp=¢"'({e,}) C'est un sous-groupe de G
@ injective ssi kerp ={e;}

Isomorphisme : @ morph. gpe bijectif, ¢ morph. de gpe (en réalité, la 1° condition implique la 2°)

Automorphisme = isomorphisme de G dans G
Aut(G,*) = Aut(G) ={automorphismes de groupe de G} (Aut(G),°) est un groupe
(GxH,), (Xy)-(x,y)=(x*x",yay'): groupe

(H,),., sous-groupes de (G,*) = ﬂ H, sous groupe de G
iel

H, UH, sous-groupe de Gssi H, c H, ouH, c H,

| Preuves : composer

II. Anneaux

Anneau (A +,x):  (A+) groupe commutatif, élément neutre 0,,
x associative, distributive /+, x admet un élément neutre 1,
(B,+) sous groupe de (A,+)

B sous anneau ssi < B stable par x
1,eB

@ morphisme d'anneau de (A, +,x) dans (B,®,®):
p(x+Y) = () ® p(y)
P(xxy) = p(x) @ p(y)
o(L,) =1,

kerp=¢"({0,})
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| — Aidéal (bilatere) de Asi: - (I,+) sous groupe de (A,+)
- Vxel,VyeA, xxyel yxXxel

@ morphisme d'anneaux = ker ¢ est un idéal de A
Sil, €l oul contient un élément inversible par x, | = A

(1, idéal de A I, +1, ={x+y,xel,yel,}idéal de A

jed

H sous-groupe de Z << H =aZ (a e N) < H idéalde Z = Z est un anneau principal

Preuve : comme H groupe, H admet une partie dans N*, on prend a = min(H mn N*) . Double inclusion :

récurrence (aZ contenu dans H), division euclidienne =» r<a (minimum) =» aZ=H

A est intégre si : Xxy=0,=(x=0,0uy=0,)
A*={x e A X inversible par x} (A*,x) est un groupe 7* ={-1,+1}
III. Corps

Corps (K, +,x): (C,+,%) anneau, tout élément de K\{0, }=K™* estinversible par x
(K,+) sous-groupe de (K, +),
(K\{0, },x) sous-groupe de (K*,x)

@ morphisme de corps : idem morphisme d'anneau

Sous corps K : {

Un corps est toujours integre. Un idéal d'un corps est soit {0, }, soit K

IV. Quelques résultats

1sin=0 {Osinzo
etna=

ae Aanneau.VneN, onnotea" = .
a+(n-lasin>1

axa™tsin>1

(x,y)e A>  Sixy=yx, alors pourtoutk € N, x“y = yx*

nin
Bindme de Newton : (A, +,x) anneau, (X,Y) € A® tels que Xy = yX, (x+y)' = Z(ijky”k

k=0

Preuve : récurrence et triangle de Pascal

n-1
Formule de Bernouilli : (A, +,x) anneau, (X, y) € A® tels que Xy = yX, X"—y"=(x—y)) xyn
k=0

Preuve : somme télescopique

(Z,+,) = (K, +g)

morphisme de groupe = ker @ ss-gpe de Z
n —n-1,

Caractéristique d'un corps : 9{

Si @ injectif, ker@ ={0,}, on dit que K est de caractéristique nulle

Sinon, ker@ =aZ, et K a pour caractéristique «

o1 .
On n'écrit — que pour un corps commutatif
X
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