Mathématiques — cours : Chap 7 : Coniques

Chap 7 : Coniques

I. Coniques comme lieu de points

Conique de directrice D de foyer F et d'excentricité e :
C¢={M €D, MF =exd(M,D)}

Siee[0;]] : Ellipse

Sie=1:Parabole

Si e €]L;+oo[ : Hyperbole
G projeté orthogonal de F sur D p=exd(F,D)=exFG

1. Parabole (e=1)

. - FG °
Repere : O =mil(F,G I=—
p (F.G) G
y2
e=1=p=FG X=-=— S B
2p
2
. X(t) =~
Paramétrique : |9 2p
y(t) =t
2. Ellipse (e<1)
j-GF p=eFG < FG =2
GF e
— = exp . . .
OF =cxIi c= ¢ (pour I'annulation des termes en x par la suite)

D:x=c+ FG=C+§ F(c,0)

o y2 X2y

CZ
" eT(l—ez)

@D
QD

c
b=-1-¢€° ¢’ =a’-b’
e

@D |0

Y

- X(t) = acost / .
Parametrique :|& . P ° F
y(t) =bsint K/

= F'et D' symétriques de F et D par rapporta O

3. Hyperbole (e>1)
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D:X:e% F(c,0)
2 2 2 2
::(_Z_Czy—:]_ Ly §_§:1
e o
a=S b=S4e? -1 c’=a’+b’
e e

. x(t) =tacht
Paramétrique : |

y(t) =bsht F’ / \

II. Conique comme zéros d’'un polynéme de degré 2 en x,y
C:ax’ +bxy+cy’+dx+ey+ f =0 (E)

Si on veut étudier en détail, on tourne le repere pour éliminer le terme en xy

(sic =a, on prend ¢ =% sinon on prend & =%arctan (LD

a—cCc
a'X'2+CIyI2

+d'x'+e'y+f'=0 (E"
On factorise selon les cas (signe de A), et on translate le repére pour récupérer
des équations correctes

A; =4ac-b’=A_ =4a'c'-b"

e 2 p?
Si A =0 : Parabole C'[VIJF_.)
2c

=—d'x'-f'+— = Y?=DX?
4c
(dégénérée sid'=0 : droites paralléles ou )

Si Az >0 : Ellipse

o . ' XZ YZ
a(X—XO)2+C(y—y0)2:p = 2+ =P
1)1
(dégénérée si p<0)
) ) X2 Y2
Si A; <0:Hyperbole a'(x'=x,)"—(-C)y'=VY,) =p = = - 2 =p

(dégénérée si p=0)

III. Propriétés

1. Asymptotes de I'’hyperbole

5{ X(t) = tacht tot b
a pour asymptotesy = xr—
y(t)=bsht ° POUTasymprotesy

(e

QD

| Preuve : utiliser la forme paramétrique
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2. Définitions bifocales de I'ellipse et de 'hyperbole

& ={M € 9,MF + MF ' = 2a}

Preuve : utiliser la définition comme lieu de points.
MF-MF’ et finalement MF=(a-ex)

Puis partir de MF+MF’, calculer MF>-MF’2 pour en déduire

5 ={M €9, |MF — MF'|=2a}

3. Tangentes

Ellipse : bissectrice extérieure des droites (MF) et (MF’)

Preuve : utiliser la forme paramétrique, poser f :t

FM(©) , FM©

— FM (t) + F'M (t), introduire O (Chasles et le produit

scalaire), en déduire que f(t) .
FM(t) F'M(t)

J =0, c'est-a-dire que le vecteur tangent est

perpendiculaire au vecteur directeur de la bissectrice intérieure

Hyperbole : bissectrice intérieure de (MF) et (MF’)

| Preuve : idem ellipse

Parabole : bissectrice extérieure de (MF) et (HM)

| Preuve : mq FH (t) m =0 (car triangle HMF isocéle)

Equations cartésiennes :

Parabole: 2(y —Y,)Y, —2p(Xx—%,) =0

Ellipse : XO(Xa; XO) + y0(>;)2_ yO) =0
Hyperbole : XO(Xa; XO) _ yO(ybz_ yO) — 0

| Preuves : Equation paramétriques et déterminant.

4. Equation polaire de la conique de foyer O

M (p,0) G(d, @) proj. orth.de O sur D

_ P
P= 1+ cos(f — @)

| Preuve : utiliser le projeté orthogonal M’ de M sur (0G), ainsi MH=MG et M 'G =d — pcos(6 — @)
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IV. Autres occurrences

1. Affinité orthogonale

47 -9
C:x2+y? =R? 0
X°+y ) M(XJHM'[X J a>
y ay
XY o
(/)(C)'?JFW:l (Utiliser ¢ )

@(C) est une ellipse, d'axe focal (Ox) si a <1, (Oy) sinon

: : . b
On peut retrouver toutes les ellipses ansi (en choisissant R=a et a =—)
a

2. Apparition historique

Sections d’un cone

3. Ellipse comme projeté orthogonal d'un cercle

2 plans non paralleles ni perpendiculaires P et Py
On prend un cercle C dans P
On prend un RON avec (Ox) intersection de P et Py, et (Oy) dans Py, de sorte que le centre de C ait x=0

P:z=0 P:ay+bz=0 On choisitb =1
X2+ (V=V.)+(z—av.)? = R?
On exprime C : (y yO) +( yo)
z=ay
X% y?
Du coup, le projeté orthogonal de C: X* + @+ az)(y_ y0)2 —R’ & ?_'_ o _1
1+a’

V. Autres techniques

Directions asymptotiques : 2 pour 'hyperbole (y = +bx/a), 1 pour la parabole (Ox), aucune pour Iellipse

Centre de symétrique : Uniquement pour I'ellipse et I’hyperbole

Preuve : exprimer I'équation dans le repere centré en O (centre de symétrie). Existe uniquement si coefs en X
et Y nuls. On se raméne a deux équations de droites : solutions ssi déterminant non nul ssi pas parabole
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