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Chap 4 : Equations différentielles linéaires

I. Quelques caractérisations de I'’exponentielle

. { {R—)R }
{f eD'(R,R), f'=f}=1f . aeR
t— ae
L R—->R
{fe@(R,R),f(X+y)=f(X)xf(y)}={0F(R,R),f{t . ﬂ=f'(0)}
= e

Preuves : 1 : vérifier puis unicité avec produit des deux = dérivée
2 : Vérifier pour 0, dériver f(x+y) p/ry, utiliser le truc précédent

II. Equations différentielles linéaires d’ordre 1
(E)  y'(xX)+a(x)y(x)=b(x) — Espace des solutions : §

() y()+a(x)y(x)=0

&, espace des solutions est un K —espace vectoriel

— Espace des solutions : §,

Preuve : &, # J car Og, ) €, (af+L9)X)+(af +p9)(x)=0

y, solution de (E) yeS<(Y-Y)ES, S=Y,+8,

S est un sous espace affine de &(I,R)

| Preuve : égaliser (E) pour y et y;, et se ramener a Eq

N

§

| >R
X e

—A(x)

Ae ]R} ou A est une primitive de a sur |

| Preuve : Vérifier e " solution. S, sous-esp vect > Ae " solution. Vérifier e*® y(x) constant.

Méthode de variation de la constante :
Chercher y: X u(x)e "™ = 1'(x) =e*“b(x)

{ e

| >R
X g (x)e A% + 1e A%

[ AeR

XH—>e ™

(z +f :e_jma(t)dtb(s)dsj

(E) y'+ay=Db +b, —Vje{l, 2}, (E)) y;+ay; =b, (E)=(E)+(E))
y, solution de (E,), y, solutionde (E,) = (Y, +Y,) solution de (E)
'(xX)+a(x)y(x) =b(x _
Théoréme de Cauchy-Lipschitz :{y () +a(x)y(x) =b(x) admet une unique solution (y :Myo I ylj
y(%) =12, Yo (%)

Preuve : Y, : X —> e "%

.y, solution particuliere, § ={1y, + Y,} Remplacer et trouver un unique 4,
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II1. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 (a coefficients constants)
(BE)  y"(x)+a(x)y'(x)+b(x)y(x) =c(x)
() y"(x)+a(x)y'(x)+b(x)y(x)=0

&, est un espace vectoriel
y, solution de (E) yeS< (Y-VY,) €S, S=Y,+8,

S est un sous espace affine de F(I,RR)

(E,) y"+ray+by=0 (a,b)eC’
(E,) x*+ax+b=0
*A#0 solutionsde (E,):a = f

R—>C )
S = oo o (ApeC
X Ae” + ue

*A =0 solutionde (E,):«

HR—)C 2}
S = (4u)eC

X (AX+ u)e™

Preuve : Chercher une solution de la forme y:X+>e™ ye§, < r’+ar+b=0

*A#0={1e” + ue”}c §, (S, sous esp vect)

g: x> e “y(x) y €& < y(x)=eg(x)

= @' solutiondez'+(2a+a)z=0< 2+ (- p)z=0 a=—(a+p)
34, eCtqg'(x) =4, =g(x)= ie(ﬂ’“’X U =

*A=0 idem 2a+a=0=9"X)=0=g(X)=AX+u=..

(E,) y"+tay'+by=0 (a,b) e R?
(E,) x*+ax+b=0
*A >0 solutionsréelles:r, #T,
R—>R )
50 - fX X (ﬂ,ﬂ)ER
X Ae? + pe®

*A =0 solution:r,

s R-o>R g R?
o {xn—>(ﬂbx+y)er"X (%)

*A <0 solutionscomplexes:r, :E =a+if

{ {R SR 2}
$ = _ . (A,u)eR
X e (Acos(Bx) + usin(Bx)) = Ae™ sin(BX + @)

| Preuve : A<Q Partir du résultat complexe, passer aux conjugués, puis vérifier la "réciproque"

y(%)=F,
y'(xo) = Qo

y e D’(1,R) telle que {

Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire : V(X,,P,,Q,) € | xRxR, il existe une unique solution de (E)
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