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Chap 29 : Géométrie affine

I. Sous-espace affine d’'un R-espace vectoriel

E estun R—ev

E—E

La translation de vecteurae E est: 7,
Vi=V+a

est un morphisme de groupe = J(E) ={translations} est un groupe commutatif

{(E,+) — (5(E),°)

a b,

& c E est un sous-espace affine de E s'il est I'image par une translation d'unsevF de E:§=17,(F) (a€ E)

Toutsevestunsea E estunseadeE: Onnote & leseaE deE
Les éléments de £ sont appelés points de I'espace affine £

E>E
On dispose d'une bijection ___. ou O estle point de £ associé a 0.
M — OM

Définition d'un espace affine : ensemble de points £ tel qu'il existe un ev E (la direction de &) :
E—E ) . VA Be&%,0,(B)=0. < A=B
VAeé&, ¢, ___. remplit ces conditions :
B ¢,(B) = AB VA,B,C €£%,0,(C) = ¢, (B) + ¢, (C)

VAef&, ¢, est donc une bijection qui permet d'identifier £ a E (on se fixe A comme origine)

Ac £ fixé, associé aac E. VB € £ associé a b e E, il existe un unique vecteur v=b—a=AB=0B-0A

V(AB,C)e&’ AB=0. < A=B AC=AB+BC
E—>E E—>¢& -
___. est une bijection d'inverse . _:onnoteB=A+v,u=B-A
B— AB Vi l'unique B tqg AB=Vv

Si A est le point de £ associé aa e E, on peut noter §=7,(F)=A+F oUF sevdeE

Onn'apasdelci +/— sur &, ce ne sont que des notations

& sea de E. Il existe un unique sev F de E tel que § =7,(F), ol a € E. Ce sev F est appelé direction de §

Preuve: §=17,(F)=7,(G). Be F.MqF ={AB/Be 7},G={CB}ucF:u=AB= AC +CBeG

=—CAeG €G

soit vide

F=A+F,5=B+G deuxseade . FnNG est
soit un sea de direction F "G

Preuve: Ce§NnS=(M ceFN§<=CMeFetCMeGoCMeFNGe M eC+(FnG))

E ev de dim finie. V& sea de E, on définit la dimension de § comme étant la dimension de sa direction
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I1. Applications affines
£ sera un espace affine associé aun R—ev E

& et F e.aff. de directions E ef F.f € §(&,F) est une application affine s'il existe Ae £ et fe £(E,F) tq:
VM e &, f(A)f(M)=f(AM), c'est a dire f (M) = f (A)+ f (AM)
On a alors, pourtouthe &, VM €&, (M) = T (B) +T(W) f est appelée partie linéaire de f

Preuve: f(B)f(M)=f(B)f(A)+ f(A)f(M)=f(AM)- f(BM)=f(AM — AB) = f (BM)

f et g applications affines de £ vers F et de F vers G = go f est une app. affine de partie linéaire ao?

Aff (€) ={f € §(&,€) application affine}

f e Aff (£),A €E. 3l(u e E, g € Aff (€)) tq 9(A)=A etf =7.0g
f e Aff (£),Q ={points fixes de f}. On a : soit 2 =, soit (2 est un sea de direction ker(?— Id;)

f € Aff (£) et (?— Id:) eGI(E) = f aununique point fixe M dans& (M = B+(T— Id.)*(f(B)B))
f e Aff (£) est une translation ssi f = Id.
f e Aff (£) est une homothétie de rapport A ssi f = Ald,

{homothéties de £ (de rapport non nul)}U{translations de £} forme un groupe (pour o)

f e Aff (€) est bijective de € dans £ ssi f € GI(E) = GA(E) ={f € Aff (£) bijective} est un groupe

Preuve: 1 = f(M)=B<=M =A+(f)}(f(AB) <«<contr:f nonsurj=>welImf, f(A)+weIm f

2 f e Aff2B=f(A)f 1(B)f (M) =Af (M) =(F)(f(A)f(f (M) =(f) (BM)

III. Barycentres et convexité

{(A,4),ieN_}n points pondérés ((A...A,) e &",(4..4,) e R", avec Zn:lj #0)

j=1
Il existe un unique point G = Bar{(A,4),i e N }€ £ tel que ZAJG—A; =0,
j=1

G est le barycentre du systeme de points {(A,4),ie N}

Va e R* Bar{(A,al),ieN }=Bar{(A,4),ieN, }

G=Bar{(A,4),ieN }=>VBe&G=B+ nl > 4,BA; Onnote,si Y 4, =1, G=> 4,A
= =

A =

=7

G, =Bar{(A,4,).jeN }a=> 1,#0
j=1

G, =Bar{(B;. 1), jeN,}.f= iu,. #0=> Bar{(A, 4).-(A, 4,), (B, 14)...(B, ., 1,)}=Bar{(G,,@),(G,. A)}
a+p+#0
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f €J (€,€) est une application affine ssi elle préserve les barycentres

Preuve: = f (Y. 4,GA)=0=> A F(G)f(A) € +f prés.bar:Mqp:vi> f(A)F(A V)lin
*M =A+U,N=A+v,D=N+u:D =Bar{(A-1),(M,1),(N,)}= .. = o(U+V) = p(u) +¢(V)
*qeR;B=A+V,C=A+av,C =Bar{(Al-a),(B,a)}= f(C)=Bar{(f (A),1-a),(f(B),a)}..

& et § deux sea de directions F et G : § est paralléle a §si F < G, J et § sont paralléles entre euxsi F =G

FlIS=>5NS=BoudNS=§

Une application affine préserve le parallélisme :

si § est un sea de direction F etf e Aff (£), f (§) est un sea de direction f (F)

On se place désormais en dimension finie

Un repére cartésien de &£ est la donnée d'un point Q € £ et d'une base B = (gl...a) deE:R = (Q,(gl...a))

Changement de repere : ®, = (O, (U,...U, )) autre repére de £. Soit P matrice de passage de &, a &
Py
Soit O € £, X, = Mat, (OM), X, = 9Mat, (AM), X, =9Mat, (OQ) Ona: X, = X, + PX

Soit f e Aff (£), A=, (T),B =9, (OFf (O)), X =9, (OM) et Y =9ttat, (OF (M)),0na:Y =AX +B
(A,...A,) sont en position générale si (ATA:...A)A]) forme une famille libre

£ ea de dimension n et de direction E. (A,...A,) n+1 points en position générale.

n

A =1
Pour tout M € &, il existe un unique (4,...4,) e R™ tel que { % :

M =Bar{(A;,4,), j [0,n]}

(4y-..4,) sont les coordonnées barycentriques de M

Preuve: (A A...A /A ) base de E = Existence et unicité coordonnées de A/M dans (A)A...A/A,)

) (@;,B;,7;) ses coordonnées barycentriques dans (A,B,C) e §°
(MO,Ml,MZ)GQS,VJe[[O,Z]],Mj: .
(X;,Y;) ses coordonnées cartésiennes dans ® =(O,e,,e,)

i 11 . |%0 1 %2
My, M, M, alignésssi |x, x x|=0ssi |g 5 5|=0
Yo 1 V2 o n 7

f(A)=B,
VieN,, f(e)=v,

...A ) n+1points de £ en position générale.V(B,...B ) € Alf e A telque VjeN , f(A)=B,
( ) £ (B,...B,) € £M, 3 € Aff (€) jeN,, f(A)=B8;

(Ab,gl...a) repere de £. VB, € £ et (v,..v) e E", 3l f e Aff (€) tel que {

§ < £ estun sea de £ ssi il est stable par barycentre

1

n
i=0

zn:ijAje F..<Bar{(A.1-a+f),(B,a),(C,8)}e§=F=A +F sea

j =

Preuve: = AG =
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V(A B) e &2, [AB]={-t)A+1B,t e[0,1]} ={Ba £(A @),(B, B).(a, B) € R \{(0,0)}}

C c & est convexe si V(A,B)eC?,[A,B]cC

Un sea est convexe

Toute partie C — £ est convexe SSi elle est stable par barycentres a coefficients positifs

n
Preuve: = rec:q; > 0=Si Zaj =0, Vj,aj =0. Sinon, barycentre partiel
j=1

Si (C,),., estune famille de parties convexes, ﬂCj est convexe
jed

Il existe une unique plus petite partie convexe contenant Ac £ : c'est I'enveloppe convexe de A ( ﬂ Cj)

AcC j
C j cvxe

L'enveloppe convexe de A est I'ensemble des barycentres a coefficients positifs de points de A

| Preuve : I' ={bary coef > 0 pts de A}.C evp cvxe AC stable par bary >0=1T < C,Asso bary = I cvxe

p e Aff (€) tel que po p= p=> p est un projecteur vectoriel de E sur F = Im p parallélement 3 G = ker p

L'ensemble des points fixes de p est § sea de direction F, pour tout Ac £, Ap(A) e G
p est la projection sur & parallelementa G

VAe&,ABeF=C+F tq ABeG:B=p(A)=C+uouCA=uU+VavecuecF etveG

s e Aff (£) tel que sos=1d; — S est une symétrie vectorielle par rapporta F = ker(g— Id:),
parallelement a G = ker(s + ld;).

As(A) e G

VAel, détermine un unique point S(A)
A+s(A) € & ={pts fixes de s} sea de dir F

IV. Géométrie affine euclidienne

E sera désormais un ev euclidien, de produit scalaire (.|.) et de norme associée ||.||

V(A,B) € £2, on définit d(A,B) = ”ﬁ” d est une distance sur £

& et § deux sea de directions F et G. § et § sont orthogonaux si F et G sont orthogonaux

§ sea de direction F  Le projecteur orthogonal sur § est le projecteur sur § parallélement 3 F*
VM eEM'=p(M)eM'eSetMM ' L F
La symétrie orthogonale p/r § est la symétrie p/r § parallélementa F*

M+M st MM LF

VM e&,M'=5(M) <

Une réflexion affine est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan affine
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A+B

V(A,B) € £, il existe une unique réflexion affine telle que s(A) =B (§= Vect(AB)*)

f e Aff (€) est une isométrie si elle préserve la distance : V(A,B) € £%, d(f (A), f (B))=d(A,B)
f e Aff (€) est une isométrie ssi f € O(E)

Isom(€) = Is(E) ={f isométrie de £}est un sous groupe de GA(E)

f  Isom(€) est une isométrie directe si f € SO(E) (f préserve I'orientation), une isométrie indirecte sinon

Isom™ (&) ={isométries directes de £}

Déplacement : isométrie directe. Antidéplacement : isométrie indirecte

Une isométrie préserve : barycentre, alignement, parallélisme, distance, orthogonalité et angle (non orienté)

dim&=2 Isom™ (€) est I'ensemble des rotations et des translation du plan
Sif e Isom(£) estindirecte, f =t_osavecssym L p/rD= A+RuU et weVect(u)
Les réflexions engendrent les isométries

dim&=3 f elsom™(€) < f =t or our rotation d'axe D = A, +RU et veVect(u)

Un tel f est appelé vissage d'axe 9D d'angle @ et de vecteur v
Les rotations d'angle 7 sont appelées retournements

Une similitude de rapport k € R, est une application f € Aff () tq: V(A B) e &2, d(f(A), f(B)) =kd(A,B)

f est une similitude de £ ssi f e R7O(E) cad f =kp ouk e R", p e O(E)

f est une similitude directe si elle préserve I'orientation ssi det(T) >0ssi f = kp,keR’, ¢ e SO(E)

Une similitude conserve : barycentre, alignement, parallélisme, orthogonalité, et angle (non orienté)

Elle multiplie les distance par k, les aires par k?

E E
dim&=2 Similitudes directes : de la forme : f -
M(z) »M'(z)ouz'=az+b (a,b) e C*xC

Similitudes indirectes : f :z+>az+b

s(A) = A’

Soient A,B, A" B'e &, A= B etA'% B’ A f Sim* (€) tq
s(B)=B'

az, +b=1z, . .
Preuve : =det=2, -z, # 0= unique sol. a#0, sinonz,. =b =1z,
az, +b=1z,

En pratique, si S = (AB) N (A'B"),Q € Cgpny M Casy (thm angles inscrits)
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