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Chap 27 : Espaces vectoriels euclidiens

Dans ce chapitre, K=R, et E estun K —ev

I. Produit scalaire

ExE—>R
Une forme bilinéaire sur E est une application go{ linéaire p/r a chacune des 2 variables

(X, ¥) = (X, Y)

¢ forme bilinéaire sur E est

— symétrique si (X, y) € E?, o(X,y) =p(y,X)

— antisymétrique si V(X,Y) € E*,  o(X,y) =—¢(Y,X)

— positive si VX € E, o(X,x)>0

X,X) =0
— définie positive si Vx € E (x.%)
P(X,X) =0 x=0,
f bilinéai E.Vx, eE définit {E%R E On définit alors ¢ I
¢ forme bilinéaire sur E. € E, on définit ¢ € n définit alors @
’ Yy o(X),Y) Xo > @y

On dit que la forme bilinéaire ¢ est non dégénérée si ¢ est injective

@ bilinéaire sur E On a équivalence entre
—@ non dégénérée
-VxekE (VyeE,p(x,y)=0)= x=0,
-Vxe E\{0:},3y € E,o(x,y) %0
Si on suppose E de dimension finie, ¢ non dégénérée, alors @ est bijective de E dans E”

=Vy eE 3 cE telque y = ¢,

Un produit scalaire sur E est une application ¢
— bilinéaire
— symétrique
— positive

— non dégénérée

¢ forme bilinéaire symétrique et positive = ¢ est non dégénérée ssi ¢ est définie positive

Preuve: < ¢(X,,X,) +def, > kerp=0. = f(t)=p(tx, +y,tx, +y) = 0+bilin - polydeg2>0

Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive
On le note p(u,v) (u|v) <u|v> (u,v) <u,v> ou uv

@ sera désormais un produit scalaire sur E

E-R,
La norme associée a ¢ est |||| %)
X > (X, X
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Identités de polarisation : ||X+ y||2 = ||X||2 + ||y||2 +2¢(X,Y) ||X+ y||2 —||X - y||2 =4p(x,Y)

Identité du parallélogramme : | x+ y||2 +|x - y||2 = 2||x||2 + 2||y||2

Inégalité de Cauchy-Schwartz : V(x,y) € E* |o(x, y) <[]y Egalité ssi (X, ) liée

Preuve: p(AX+Y,AXx+y)20—>p yded2>0=A,<0... Egalit¢t A, =0=3I1eR,Ax+y=0,

Une norme sur E est une application N : E - R, vérifiant:
-VxeE,VAeR, N (Ax) =/ 1| N(x)
-VxekE N(X)=0< x=0.
~-V(x,y) € E? N(X+Y)<N(X)+N(y)

|| est une norme sur E

Preuve :3° point : [+ y|[ =[x|" + [y + 200 y) < X" +yI| + 2] = (b + IvID*

Produit scalaire — Norme — Distance
MAIS certaines distances ne proviennent pas de norme et certaines normes de produit scalaire

Une norme provient d'un produit scalaire si (X, y) %(N (x+y)> = N(x—Y)?) est un produit scalaire

(x,y) e E® X ety sont orthogonaux si ¢(x,y)=0

On dit qu'une famille (x,),., € E’ estorthogonale si V(i, j) € J%, i# j= ¢(x,X;)=0
Théoréme de Pythagore : (X,y) € E* X ety sont orthogonaux ssi ||X+ y||2 = ||X||2 +||y||2

n z n 2
25| = Z”Xi |
=L =L

(x...x,) € E" famille orthogonale =

| Preuve : Développer le produit scalaire (/!\ double somme), enlever les termes nuls (€ orthogonalité)

Une famille orthogonale (v;),_, € E’ ne contenant pas le vecteur nul est libre

Preuve: (j,...J,)eJ" 0= gz)(zlozkvjk V)= Zakgz)(vjk V)= o, v;,)=>a =0
k=1 k=0 —

#0

F et G sev de E sont orthogonaux si V(X,y) € F xG, o(X,y)=0

€
2 sev orthogonaux sont en somme directe : FNG ={0.} Onnote F&G (ou F®G)

FsevdeE  L'orthogonalde F:F* ={ve E,VueF,p(u,v)=0}=ker(p,)

ueF

C'est un sev de E orthogonal a F Fc(FY)*
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I1. Espace vectoriel euclidien

Un espace vectoriel euclidien est un IR —espace vectoriel de dimension finie, muni d'un produit scalaire

Dans cette partie, E sera un espace vectoriel euclidien, son produit scalaire sera noté ¢ ou <.|.>

(Vj)je|[l,n]] € E" basede E est:
— orthogonale si la famille est orthogonale
2
vj” =1

— orthonormée si elle est orthogonale et normée

—normée si Vj €[1,n],

(v,), eE" estnorméesi V(j,k) e[Ln]  o(v,,v) =5,
SidimE=n (v,..v,) e (E\{0.})" base orthogonale de E ssi famille orthogonale de E

(e,..e,) base orthonormée de E : V(u,v) € E?, V:ixjej, u :iujej
=l =
vje[Ln],x; =<v]e, >
Joff =X %2 =Y <vle, >*
i1 i1

n n
<ulv>=)xy,=>.<ule; ><v|e, >
-1 -1

| Preuves : Développement par linéarité + orthogonalité

dimE =n F sevde E dedimk dim(F*)=n-k

Preuve: F" = ﬁker((pej) + @ inj, (&,.-&,) libre = (@(g,)...0(e,)) libre < (¢, .., ) libre
j=1

1

VF sevdeE, FOF'=E (FY =F
(e,..€ ) BO(N)de F, (f,...f ,)deF* = (e..e, f..f ) BO(N)deE

E espace euclidien non réduit a {0} E admet une base orthonormée

Preuve : Récurrence sur la dimension de E (utiliser I'orthogonal d’un sous-espace de dim n-1)

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt : (v;...v,) base de E
Il existe une base orthonormée (e,...e,) de E telle que, Vk e[[1,n], Vect(e,..e,) =Vect(v,...v,)

Si de plus, Vk €[1,n], ¢(e,,v,) >0, cette base est unique

Preuve : Constructive : e, =%V, /|v;| wel'orthde F dansF,,, e, =w/|w]|...

n n
En pratique, pour trouvere,,, : On cherchew=V, , + Zajvj =V —Zﬁjej
j=1 j=1

wlF =Vle[Lk], <w|e>=0= g =<v,,|e >
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E euclidien, F sevde E La projection orthogonale sur F est la projection sur F parallélement a F*

p(V) est I'unique vecteur tel que (V- p(v)) e F*
U=V+W 5V

€L
p{E:F@FLeE

FsevdeE (e..e,)BONdeF, (e,,,..e,) deF* pproj L surF,qsurF~

p+l**

p n
YvekE p(v)=Z<v|ej>ej q(v):Z<V|ej>ej
j=L

j=ptt

FsevdeE. poproj L surF,qsurF*  dit(v,F)=inf{{v—ul,ueF}=|v-pW)|=[a)|

Si (6,..2,) BON de F, d2 =V — > <v]e, 2
j=1

Preuve: ucF [v—u[’ =l (u-p)+(pv)-u)[P=|v-pW)[*  +< carp(v)eF

eF* cF

Si E de dimension infinie mais F de dim finie, on se restreint a F +Vect(v)

(R")> >R
Exemples : ¢ v produit scalaire canonique de R"
HH %

est un produit scalaire

(@ ([a,b],R))* > R
g e[ oo

n

" 3 an "lP.) - Y Pmew

l:q(x

sont des produits scalaires

“1P.Q)

I11. Applications linéaires orthogonales
(E,<:|->) espace vectoriel euclidien

f € £(E) est orthogonale si elle préserve le produit scalaire : V(u,v) € E*,< f (u)| f (v) >=<u|v>

f est orthogonale ssi elle préserve la norme (Vv e E,|| f (v)[ =|v]) (a utiliser dans toutes les preuves)

f € §(E,E) préserve le produit scalaire = f est une application linéaire orthogonale

2 a .
, tout développer, remplacer par (u,v), tout factoriser+def,

Un projecteur orthogonal n’est pas une application linéaire orthogonale

O(E) ={f € £(E) orthogonale} (O(E),°) est un sous groupe de (GI(E),°)
f e £(E) On a équivalence entre :

—f €eO(E)

- VR, =(e..6,) BONde E, f (%) =(f(e)...T(e,)) BONde E

— 3%, BON de E, f (®,) BON de E
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f € £(E) %, BONde E A=9ta, (f)=(C,..C,) On a équivalence entre :
- f eO(E)
—(C,...C,) BON de (R", ps canonique) < V(i,j)eN? 'CC,=6;
-'AA=Ll, & AeGl (K) A'='A

Preuve : Utiliser f (%) BON de E, jouer sur les indices, montrer =6, ; a chaque fois

0,(R)={M €9, (R),'MM =1_} (9, (R),x) est un sous groupe de (91, (R),x)

M =9tat, () €6, (R) ssi f € O(E)
f € O(E) =|det(f)|=1 A€, (R)=|det(A)|=1 (utiliser 'AA=1_ = det(A)* =1)
P matrice de changement de BON = P € 9(n) ‘p=p?

E est maintenant un R —espace vectoriel

P, et B deux bases de E
On dit que % a la méme orientation que ¢, si det, (B) >0 C'est une relation d'équivalence

On a deux classes d'équivalence : Soit &, fixée: & ={®B/det, (B)>0} €, ={B/det, () <0}

f eGI(E) Si d téf) >0, alors pour toute base %;,d tg (f(%))=det(f)>0

= f(%,) a la méme orientation que &, : f préserve I'orientation

E est a nouveau espace vectoriel euclidien

S (E)&{f €9(E) préserve l'orientation}={f € O(E),d téf) =1} est un sous groupe de O(E)

O *(E)=0(E)\SO(E) ={f €O(E)/d tef)=-1}
SO(E) est un sous-groupe distingué : vYheO(E), hoSO(E)oh™=SO(E)

Ecriture matricielle : V(X,Y) € (R")? < X |Y >='XY

% = (e,...e,) base quelconque A=(<¢g |e; >) VX = Maty (X), Y =Mat, () < x| y>="XAY

(i, L]

A=(<ele;>); 2 €8, et Vke[Ln]a, >0 A=1, ssi & BON

E—>E*
Théoréme de représentation : (E,p) eve = gb{ est un isomorphisme
X

= Vi ef(E R)=E* AlxeE,w =9,
Représentation matricielle : & BON VxeE, X =9nat, (x) €9, (R)= 9rat, (¢,) = ‘X e, (R)

On appelle réflexion une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan
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IV. Ou I'on rencontre pour la premiere fois les adjoints

Cette partie est au programme de spé

(E,<|->) eve f eL(E) 1 f*e$(E,E) tq V(x,y) € E? <f(X)|y>=<x]|f*(y)>
De plus, f *e £(E) est appelée I'adjoint de f

Preuve: i, 1 X>< f(X)|y >,thm représentation: 3!z € E,y, =0, = f*(y)=2z, Mqlinen dvt

fo est lingaire. Vf € £(E),(f*)*=f = o eGI(L(E)),c° = Idg e,

{,@(E) — £(E)
(o

| Preuve: < X|(af + £9)*(y) >=<(af + £9)(X)|y > Développement + * + factorisation + unicité

(E,<|->) euclidien, &, BON Vf € £(E), A=, (f), B=9Ma, (f*) A='B

Preuve : V(i, j)ean,aij =< f(e;)le > b, =<f*(g;)|e >=<¢;| f(g)>=1q,;

V(f,g)EE(E), (f °9)*=g*of*

fe(E)  feO(E)ssif*of="fof*=Id,

| Preuve: f € O(E) &< x| f *of (y)>=<x|y>< f *of(y) =y par non dégénérescence du ps

s € £(E) symétrie (sos=1d;). On a équivalence entre :
—-seO(E)
— S symétrie orthogonale
—s*=s
Preuve: f sym L:||s(u)||2 :||u||2 seO(E)=lIs(x + y) [IP=|x+ y||2 =< x| y>=0 (Id.parall)+dim
(=)

eF

(E,<|->) eve f e £(E)estautoadjointsif*=f cad V(x,y)eE?* < f(x)|y>=<x]|f(y)>
@, BON, f € £(E) autoadjoint ssi 9tat, () €5,(R)

p € £(E) projecteur (po p = p). On a équivalence entre :
— p projecteur orthogonal
- vxeE | p( <X

—p*=p

Preuve : (i) = (i))u =tx+y,||p(u)| < |u| < ||tx||2 < ||tx||2 +||y||2 +2t<x|y>=2t<x|y >+||y||2 >0
H—/

==0

E eve, f  £(E) ker(f*)=(Imf)*  Im(f*)=(ker f)*

E eve, f € £(E) F sevde E stable parf = F* eststableparf*  Sif e 9(E), F" est stable par f
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V. Dimension 2 (retour au programme de sup’)
E est un espace vectoriel euclidien de dimension 2, %, = (e,,€,) BON de E (fixant I'orientation)

M=(‘51 bje(@z(R) @M{a _‘SCJ (6 e{-1+1},a% +b? =1)
c d c ca

cos@ —esind

<3Jd0eR/IM =|
sind &cosd

J (ee{-1+1)

d -b
Preuve: ' MM =1 < ad-bc=¢ce{-1+1},'M =M_l=1[ c a j

cos@® —sin@ cos@ sind
SO,(R)=1R, =| . ,0eR O, (R)=4| . ,0eR
sind cosd sind —cosd

(R, +) = (SO, (R),x)
R

0 R cos@ —sin@) est un morphisme de groupe surjectif de noyau 277
—R, = .
“ sin@ cos@

(SO, (R),x) est commutatif R, est la matrice de rotation d'angle 6

re SO(E) =360 R /V% BON directe de E, 9, (r) =R, r estappelée rotation d'angle 8 (unique mod 27)

cos@ sin@
seO® (E),S, =9, (s) O, (R S, =| .

S,2 =1, = C'est une symétrie orthogonale par rapport a une droite D (donc une réflexion)

Preuve : ();) eD< S, [);] :();/j & ... & (cosf-1)x+sindy =0...+ trigo

sym/{0.}:r, e SO(E) sym/E:ld; € SO(E)

Pour tout r € SO(E),s € 0 (E) Soros'=soros=r"
V3B BON indirecte de E, 91, (r) =R,

O(E) n'est pas commutatif

SO(E) »U={veE,|v|=3 _—
b, est une bijection de SO(E) dans U

r¢9 = rH (uO)

(Up,v) € E?, Juo | =[Iv| =1 L'angle (U,,V) est I'unique @ mod 27 tel que vV =r,(U,)

V(u,v) € (E\{0c})*, I'angle (u,v) = [” u’ ||v||j /”Z
P (uu)=0[27]  (u,v)+(v,w)=(u,w)[27] (v,u)=—(u,v)[27]

L'angle entre deux droite est I'angle entre leurs vecteurs directeurs respectifs (mod 7)
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D, et D, 2 droitesde E, s, estla réflexion p/r D Sp, °Sp, est la rotation d'angle 20 = 2(@)

Preuve: I of, of ,(V) =V sy (r,(v)=r,(V) < r,(vV)eD, < veD, = s, oSy =08, of ;08
%/_J

To

Les réflexions engendrent O(E)

VI. Dimension 3

E sera un espace vectoriel euclidien de dimension 3, B, = (e;,e,,e,) BON de E (fixant I'orientation)

re SO(E)\{ld:.} D =ker(r —Id;) est de dimension 1: c'est I'axe de r

Preuve : Mq ker(r —1d;) # O : P, poly caractéristique de A=9rat, (r) deg3=>1racine réelle 2 min
I préserve lanorme=|A|=1 SiA=-1:G=Kker(r+1d.) dimG =3 impossible: (-1d.)e© (E)
dimG =2=G" =vect(v,) stable parr,v, G = r(v,) =V,

dimG=1=r _, réflexion=>we G \{0.},r(w) =w (on est en vrai dans le 2e cas)

100
dim(ker(r—1d:)) #3 (r=1d;), dimG # 2 par I'absurde, r(w,) =—-w, = une BON ou Mat(r) = [o 1 o]
00 -1

Une fois W, fixé, I'orientation de F = D" est définie par w, = 6 indépendant de (W,,w,) BON directe

Mais si on prend —w,, on doit considérer (—W,,W,,W,) pour avoir une BON directe = & remplacé par —6

re SO(E){ld:} D =Vect(w,) = ker(r—1d;)

0 sin@ cosé

1 0 0 1 0
Il existed € R (unique mod 2rx) tel que pour tout B = (w,, W, ,W,) BON directe,tat, () = [o cos0 —sin&] = (0 5 J
0

Si on veut Mat, (r), on écrit P la matrice de changement de base de &, a &, et P =P

r e SO(E) rotation d'axe Rw, (||w,[ =1) et d'angle 8 : Vv € E,r(v) = (1—cos8)(v | W, )W, +cos v +sin O(w; AV)

Pour identifier un élément de SO(E) de matrice dans &, A :
— on vérifie Ae 0,(R) : ‘AA=1, ou (C,,C,,C,) BON de R,
—on vérifie Ae SO;(R) : d teA)=10u C, AC, =C, (-C, si A€ O (R)) (une coord non nulle suffit)
—si ‘A=A, f est une symétrie orthogonale p/r a une droite D
— sinon, on cherche I'axe de rotation en résolvant AX = X < (A-1,)X =0,
— on détermine | @| en utilisant tr(A) =1+2cosé
— on détermine le signe de & avec (r(v) |<w, Av>) (veE)
Ac®;(R) si'A=A= A=-1, ouf estune réflexion= on trouve P en résolvant AX = X

sinon, — A=R est la matrice d'une rotation. f est la composée d'une rotation et de la sym centrale

P, et P, deuxplans, RnP,=Rw, @ l'angle entre P, et P, (mesuré dans (Rw,)", mod r)
= S;, oS, est la rotation d'axe Rw; et d'angle 26 (mod 27)

Les réflexions engendrent 6, (R)




	I. Produit scalaire
	II. Espace vectoriel euclidien
	III. Applications linéaires orthogonales
	IV. Où l’on rencontre pour la première fois les adjoints
	V. Dimension 2 (retour au programme de sup’)
	VI. Dimension 3

