Mathématiques — cours : Chap 25 : Systemes linéaires

Chap 25 : Systémes linéaires

I. Introduction et vocabulaire
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Systéme linéaire a p inconnues : donnée de (aiJ.)ie[[m]“e[[lvp]l e K™ etde [z}e K"

a'11X1+“'+a1p p :bl

sont les inconnues du systéme
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Onécrit: S Za. X =h, ou les (Xj)je[[l,p]]
j=1

Ay X+ +a, X, =b,

Une solution du systéme est (xi...xp) e K" telle que les n équations de S soient vérifiées
Onnotera: S I'ensemble des solutions
S, le systeme homogéne associé

& I'ensemble des solutions de &,

Ecriture matricielle : A= (a‘ij)ie|[1,n]],je[1,p]] € I, , (K) B=|:|eK" =91, (K)
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N
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Inconnue : X = {Xl] ekK"

Xp

S seréécrit: AX =B

Interprétation vectorielle : ¢ € £(E,F) E de dim p et base B, F de dim n et base €
A=t , (@) beF,B =9, (b)
Chercher X €91, (K) tq AX = B revient a chercher x € E tel que ¢(x) =b

p
Autre interprétation : A= 9at, (V,..V,) €9, (K)  (X...x,) e K" est solution de S ssi b= ZXJVJ
=1

On appelle rang de S:rg(S) =rg(A) =rg(p)

II. Ensemble des solutions

S aau moins une solution ssi b e Imgssib eVect(v,..v,)

Si rg(S) =n, pour tout B € 91, (K), S a au moins une solution

&, estun K —ev de dimension p—rg(S) (X eS8, & xekerg)

Si rg(S)=p, S, ={(0,0,...,0)}




Mathématiques — cours : Chap 25 : Systemes linéaires

Sis#0etY e, alorsS=Y +§5, ={Y +X,, X,e€5}

Sibelmeg,S # & est un espace affine de dimension p —rg(S)
Sibeglme,5=9

On dit que S est un systeme de Cramer si rg(S)=n=p
1
det(A)

Formules de Cramer : AX =B, avecA=(C,..C))  PosonsX; = det(C,..C,,,B,C;,,..C,)

jHLe

X =

X
: J est l'unique solution de S

Xp

| Preuve : det(C,..C,,,B,C,,..C )= det(Cl...ijl,ZXka ,Cj1-C,) = X; det(A) (antisymétrie)

III. Méthode de résolution : pivot de Gauss

On réalise un pivot de Gauss pour trouver le rang du systéme et les solutions éventuelles.
Pour les solutions, on ne manipule que les lignes (sauf changement d’ordre des colonnes)

On utilise la matrice augmentée du systéeme : (A|B) =(C,..C, | B) € 9, ,,,(K)
a1 * *

On se raméne a une matrice "triangulaire" par le pivot de Gauss : 0

CNS pour avoir des solutions : Vj e[[r +1, n]]’ij =0

ai * * l * b1

~ * :* :

Soit (S) le systeme dont la matrice augmentée est 0 3 i x|
M

0 0 10[g

Quels que soient (X,...x,) e K" fixés, (S) a une unique solution (X-X,)
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