Mathématiques — cours

Chap 22 : Matrices

Soit K un corps (commutatif), n,pe N*

I. Espace vectoriel 91, p (K)

Ensemble des matrices a n lignes et p colonnes : 91, , (K) ={(aij)ie|[1,n]],je[[1,p]] e K™}

A :zll L :i'; je[Lp] C, = (@ 5)icqunp € a1 (K) laj“™ colonne de A
R : icLn] Li=(@;)q, €90,(K)lai"" ligne de A
1 7 &(p-1) Znp

9, , (K) est muni d'une structure de K —ev: A= (a; )i,je|[1,n]|><|[l,p]]’ B= (bij)i,je[[l,n]]x[[l,p]] € I, , (K)

A+B=(a; +h; )i,je[[l,n]]x[[l, ol VaeK,aA=(aq; )i,je[[l,n]]xﬂl,p]]
%
Un vecteur colonne est une matrice C=| : |€91,,(K)  On l'identifie a un élément de K"
X

n

j
j

T n
pe2(K?,K") (e..e,) basecanonique de K", (f,...f ) celle de K" Vj e[[l, p]],(p(ej) =[ : J:Zaij f,
an i=1

) B oo B
La matrice de @ IMat(p) = (aij)i,je[[l,n]]x[[l,p]] =
1 " p

p(e)  oley)

Coord. selon fl

Coord. selon fn

est un isomorphisme de K —ev
ie[L.n].je[L.p]

p (K", K") — o1, , (K)
@ = Mat(@) = (&)

A=(a;) M, ,(K), B=(b;) A, (K) C = Ax B e 91, (K) est défini par :

i jefun]p] € i jcfLpLa] €

p
C = (C )i jepuopqap el aue VG, D e[Ln]x[La].c; = > ab;
k=1

Pour tout p € £(K?, K"),p € £(K, K")  OMat(@ow) = Mat(@) x Mat(y)

On écrit les matrices ainsi @ Eg; , et on fait le produit des éléments de la colonne de B par ceux de la ligne de A qui

correspond a la position du ¢;; :

Associativité et "Distributivité" (A,B) e o1, (K)* (C,D)e,,(K)* (a.8)eK® Feor, (K)
(AxC)xF =Ax(CxF) (aA+pB)xC=aAxC+pBxC  Ax(aC+pD)=aAxC+ BAxD

o
In = (&J)(lvj)eﬂl,n]]z z{o

Aeor,,(K) Beor,, (K) I, xA=A Bxl =B

sz(ldﬂ() E@Knn(K)

1
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On n’a en général pas commutativité

V(k,1) e[Ln]x[1 p] On définit E,, €9, ,(K) par: E,, = (6,6, )i;

n _p
(Ext) onyuagipp €St 12 base canonique de 9, , (K) A=(a,);=>.D a;E;

i=1 j=1

Aeor, (K) A=(C,. C,)=

Y . __
: } (E;;);; base canonique de 91, (K), (E,,),, celle de 9, (K)

Ly

0 18™ position

Eij x A= |-J « iérne position Ax Ekl :(0 Ck 0)

0

(91, (K), +,%,-) = (91, (K), +,%,-) est une K —algébre non commutative (si n > 1), d'élément neutre pour
lalcix 1. et de dimension n’

0 {(ﬁ(K"),+,o,-) — (9%, (K), +,%,)

est un isomorphisme de K —algébres
@ > Oat()

pe L(KP,K"),A=9nat(p) veKP’ v=

e KP =on,,(K) (V) = A[X?]

X

p

II. Matrices et applications linéaires

E K-ev de dim finien B =(e..e,) basedeE

E - K" =91, (K)
= X n est un isomorphisme de E dans K" =9, (K
? v H[s]tel que v=>"x;e, . ()
Xn j=1
1

Mat, (V) =| ¢ | = (V) (v,..v,) € EP,Vj €[1 p]C; = MMaty (v;) Maty (V;.-V,) = (C,..C,)

*n

{Ep - 91, , (K)

est un isomorphisme de E” dans 91, | (K)
(Vyo V) > Oty (V,...V,) P

E et F deux K—evdedim finie. 3=(g,...e,) base de E, €= (f,...f ) basede F ¢ £(E,F)

Maty o (p) = M, (¢(el)---¢)(ep)) =A= (aij)ij Vje [[11 pII’ (P(ej) = iaij f;

£(E,F) -, ,(K)
o est un isomorphisme

() H%@,@(K)
E,F,G K—-evdedimfiniesq,p,n ¢@ecf(E F),wef(F,G) P, basede G, B deF,CdeE

A = Maty o (w) € o, , (K) B = Mt () € 90, (K) C = Mateq (wop)=AxB

Maty, (p) = Maty, ()
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Aear, (K)  Aestinversible s'il existe B € 91, (K) tel que AB =1, = BA OnnoteB=A"
E,F K-evdedimn. B basedeE, CdeF. pc£(E,F) A=9Ma,.(p)
A est inversible ssi @ est un isomorphisme de E dans F A =9, , (97)

E K—ev dedimfinienetdebase 3 (v,..v,) e E" A=9a, (v..V,) €91, (K)
A est inversible ssi (v;...v,) base de E

Gl,(K) ={Ae9r, (K), Ainversible} (Gl (K),x) est un groupe
: (GI(E),°) = (G, (K),x) : :
Pour tout E K—ev de dim n et % base de E,& est un isomorphisme de groupes
@ = IMat, (¢)

I11. Sous ensembles particuliers de Mn(K)

, €91, (K) est diagonale si pour tout (i, j) e[[l,n]]2 Ji#j=a,=0

Un matrice A= (a; )i o]

0

%
Pour tout i €[1,n], on pose 4 =a,; { J On note alors A= diag(4,...4,)

0 ;“n
D, (K) ={A €91, (K), A diagonale} est une sous algebre de 91, (K)
SiA=diag(4,...4,) etB=diag(z....,) et a € K
A+B=diag(4, + 4.4, + 1,) aA=diag(al...al,) AB =diag (4, 44...4,14,)
A=diag(4...4,) A est inversible ssi pour tout j € [1,n], 4, #0 A™ =diag [%%}
dm9, (K)=n Base de 9, (K): (E“)ie[[l’n]]
(@,+,%,-) K—algébre & sous algebre de dim finie sur K Six €% est inversible dans @, alors x™* € B

—>RB

B
Preuve : Utiliser 77{ € £(B) avec X inversible Montrer injectivité = surjectivité = n'(1) € @
Yy X

(A +,%,-) K—algebre de dim finie A intéegre = A corps

x est commutative sur 9, (K)

A=(g;) €, (K) Aest:

— triangulaire supérieure (e §® (K)) si : V(@i j)et[L, n]]2 , i>j=a;=0
— triangulaire inférieure (€ 9, (K)) si: v(i, j)et[[l,n]]z, i<j=a;=0
— triangulaire supérieure strictement (e &% (K)) si ¥(i, j) e t[Ln]’, i>j=a,;=0

— triangulaire inférieure strictement (e 8,°(K)) si V(i, j) et[1, n]]2 Ji<j=a,;=0
d: (K) est une sous algebre de 91, (K)
AetB e, pourtoutie[1,n], (AB); =a;b;
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Ae§;(K)  Aestinversible ssi pourtoutje[1n],a;; #0 Atedi(K) (AY), _ 1
]
Base de & : (Eij)igj Base de gni :(Eij)izj =dim§’ = dimé?ni = n(n +1)
n(n-1)

Base de §" : (E;;),.; Baseded’:(E)).; = dimg> =dims;’ =

i<j

Aed*(K) = A" =0

, (K)

e, , (K) — o, (K)

Transposée sur 91, (K):
. o () T””{A = ‘A=(b;);; ta V(i j) €[L p]x[Ln] b; =a,

La transposée est un isomorphisme de 91, , (K) sur 91, (K), et (z-r]p)‘1 =z ,cad '(‘A)=A

r. €GO, (K)) VA€, , (K),B e9x,, (K), '(AB) = ‘B'A

pn’

2 o . 8,802 . s ss i is
On vérifie par la transposée que toutes les propriétés montrées pour & et d~ sont valables pour &, et &,

VeGl,(K) (‘A" ="(A")

Une matrice A € 91, (K) est symétrique si ‘A= A, et antisymétrique si 'A=—A
5,(K)={Ae o, (K),'A= A} @, (K)={Aex, (K),'‘A=-A}
S, (K) et @, (K) sont des sous-espaces vectoriels et §, (K) @ &, (K) =91, (K)

dim, s, (K) = >

dim, @, (K) =

A+'A A-'A, . o . o
Preuve : A= > + > :partie symétrique / antisymétrique

Si A est antisymétrique, alors Vj 1, n]],ajj =0

De maniére générale, pour (A,B) €S, (K), ABegS§,(K)

Base de §, (K) :{E,;, j e [Ln[}{(E;; +E}).i< j} de @, (K):{(E;; +E;),i< j}
g (K) ®8,° (K) = 9, (K)

E K—ev de dimension p B =(e,..e,) base de E
) E*=2(E,K) — 91, (K)
@ > Maty (9) = (@(8,)---0(e,))

Les matrices lignes représentent les familles linéaires

est un isomorphisme

IV. Matrices de changement de bases

E K—ev de dimensionn Py, =(e,..8,) et B=(W,..w,) bases de E
La matrice de changement de base de %, a ® est P = 9lta, (W,...W, ) = Olat, (B)

P= @w@o () ou ¢ est I'unique application linéaire qui envoie &, sur B
P=@Kax@%(ldE)eGln(K)
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P la matrice de passagede & a® Ve E X, =9, (V) X =Mat, (V) X, =PX

P~ est la matrice de changement de base de % a &,
E et F deux K—ev de dim finiesp etn B, et B basesde E, C, et C basesde F
P e Gl (K) matrice de passage de %, a B, et Q € Gl (K) cellede & a €

peL(E,F) A =9, (¢) A =Maty () Alors A, = QAP™

EK-evdedimn & et® deux basesdeE peL(E) A, =9nat, (¢), A=rat, ()

Si P est la matrice de changement de base de &, a &, A, =PAP™*

A et B e 91, (K) sont semblables s'il existe P € Gl_(K) tel que A= PBP™
La similitude est une relation d'équivalence sur 91, (K)

Deux matrices sont semblables ssi elles représentent la méme app. lin. dans deux bases différentes

V. Rang d’'une matrice

Aear, (K) A=(C...C,)oupourtoutje[l p], C, €91, (K)=K"
Le rang de A rg(A) =rg, (C,...C,) =dim (Vect(C,...C)))

rg(A) < min(n, p)

EK-evdedimn & =(e..€)basedeE Aeor (K) SiA=9ra , (v;..v,) alors rg(A) =rg(v,...v,)
EetF deuxK—evdedimpetn @®basedeE,CbasedeF ¢ef£(E,F) A=9nat, (p)er,, (K)
rg(A) =rg(¢)

Si Ae o, (K) est la matrice de p € £(E,F) rg(A) =n ssi @ est surjective de E dans F
rg(A) = p ssi @ est injective de E dans F
Si A=9mnat, (v,...v,) rg(A)=nssi (v,..v,) est génératrice
rg(A) = p ssi (v,...v,) est libre

(A, B) e ar, , (K) A et B sont équivalentes s'il existe 9 € Gl (K),Q € Gl (K) tg A= PBQ™

L'équivalence est une relation d'équivalence (!)

Sur 91, (K), si deux matrices sont semblables, alors elles sont équivalentes (la réciproque est fausse)
A et B sont équivalentes ssi il existe p € £(E,F)  B,,% bases de E,C,,C bases de F tq
A= onat, . (p) B =9nat,, (¢)

| 0 1sii=i<r
A€, ,(K) de rang r €[[0,min(n, p)] A est équivalente 3 ™" =| @), =1
0 0 0 sinon

A et B €91, (K) sont équivalentes ssi elles ont le méme rang

A9, (K) est semblable a J'ssi A est une matrice de projecteur (A’ = A)
A, ,(K) rg("A)=rg(A) (‘977 =37
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VI. Calcul explicite de rang - Pivot de Gauss

Opération sur les colonnes : Ae @llnp(K) Rappel : Ax Eij =0 -~ C - 0)
Opération Multiplication a droite Allure de la matrice
] '. 1 0
p i ji ij ji :
(; <—>(:J . S
(envoie base sur base) et .
. ol
o i

A(l, +(a-1)E.. |
C, «aC, (a e K*) (I +(a—-DE) @
(diagonale a coef. diag. non nuls) o

0 1
1 ‘0 o o‘
A(l. + PE . S
C «C+AC, (BeKix]) (ot A5y) Fiel |
(triangulaire a coef. diag. non nuls) 00t

Ces trois opérations reviennent a multiplier A par des matrices de Gl /(K) : On ne change pas le rang de A

N s . . . . N 0
On a les mémes opérations sur les lignes, en multipliant a gauche : :
E . xA=

ij L

9

o
T e, ,(K),T=° - i =rg(T)=r
o - 00

Pivot de Gauss pour le rang : On se raméne a une matrice triangulaire avec les opérations sur les lignes et les
colonnes, pour éliminer tout ce qui est en-dessous de la diagonale.

Pivot de Gauss pour l'inverse : on se rameéne a |, avec les opérations sur les lignes OU sur les colonnes (pas les 2 a
la fois), en commencant par obtenir une matrice triangulaire, puis en « remontant ». On fait les mémes opérations

en partant de |, pour avoir I'inverse.

Astuce : P e (91, (K))[X]tq P(A)=0:0na Y a A‘=0< A[fZakAk‘lJ =1
k=0 k=n

VII. Compléments

I, (K) > K
tr A N Z”:a” € £(91, (K),K) est la trace de A
=1

V(A B) e 91, (K)?, tr(AB) = tr(BA)
pe L(E) tr(9at, (¢)) ne dépend pas de la base choisie : on la note tr(¢p)

Si p est un projecteur, alors tr(p) = rg(p)
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Matrice par blocs : M e@Knp(K) nN=m-+t p=q+r
AlC

M:{B——DJT Aedr,,(K) Bedrg,(K) Ceor, (K) Deor,(K)
qr

MZLA__CJWE% (K) N:[E_Fjple% - MN:(AE+CG|AF+CH}1
B|D]Jn s G|H/r A BE+DG|BF+DH i
P P2 G O G G

Soit 4 € K. On a équivalence entre :
— ker(f —Ald:) #{0:}
— Il existe ve E\{0.} tel que f (v) = Av
— Il existe X €91, (K) tel que AX =4AX
Un tel A est valeur propre de f, un v e E\{0.} est un vecteur propre associé a la valeur propre 4

ker(f —Ald;) est le sous-espace propre

f est diagonalisable ssi elle admet une base de vecteurs propres

A 0
Si MMaty (F)A = ) A =9, (F)=PAP™
0 2,
A’ 0
VpeN,A? =PAPP' =P P!
0 AP
A *
f est trigonalisable s'il existe & tel que 9Mat, (f)=T = =A+Ne§’
0 2
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