Mathématiques — cours

Chap 21 : Intégrales sur un segment d’'une
fonction d'une variable réelle

I. Fonctions continues par morceaux
Dans toute cette partie, (a,b) e R*,a<b, 1 =[a,b]

Dans toute cette partie, (a,b) e R?,a<b,| =[a,b]

Une subdivision de | est de la forme o =(a;) telquea=a,<a <..<a,,<a,=b

j€fo.n]
o= (ak)ke[[o'n]] etr= (bj)jeﬂo,p]] deux subdivisions de |
—On dit que o est plus fine que 7 si: {b;, j € [0, p[={a,.k [0,n]}

—7 v o est la subdivision obtenue en réordonnant {a,,k € [[O,n]]}u{bj, jefo,p}

(Si o plusfineque 7, 7vo=0 Vv o tjs plus fine que o et 7)
Le pasde o = (ak)keﬂoyn]] est o(o) = jiﬂﬂ)_(l]](aj“ -a,)

Une fonction ¢ € §([a,b],R) est dite en escalier sur [a,b] s'il existe une subdivision o = (ak)keﬂoyn]] del

n-1 n
tq Vje[0,n-1], ¢y, . [ =4; estconstante P =D A a0 T 2@ Xy
0 k=0

£([a,b],R) ={fonctions en escalier sur [a,b]} est une sous algebre de J([a,b],R)

Une fonction f € §([a,b],R) est continue par morceaux sur [a,b] s'il existe une subdivision o = (ak)ke[[ovn}] del

tq Vj e ﬂO,n—ll],{

e°pm([a,b],R) ={fonctions continues par morceaux sur [a,b]} est une sous algebre de J([a,b],R)

fia, a1 €St CONtinue

fadmet une limite finieena;” eta,,,”

On dit que o est une subdivision subordonnée a ¢/ f
¢([a,b],R) = €°p nf[a,b], R) ¢°([a,b],R) = €p nf[a,b], R)

p<f <y
O<y-¢p<¢

f ec®p nf[a,b],R) Ve>0,3(p.w)e<ce(ab],R) tq { sur [a,b]

Preuve : D’abord pour f € €°([a,b],R) : Heine: f uni. continue= 6, >0,V |x-y|<d, =| f(X)—-g(X)|< &
o depas <9, f\[aj 2, DOrNée et atteint ses bornes = 4; = [max] f 4; =min
1Gj+1 aj'aj+1

n-1
¢=Z/1j;(\[aj’aj+1[+ f(8,) %y 1dem yavec ;. p< f <y .. 0<yp(X)—p(X) = F(x;)-f(y;))|<¢
j=0

Cas général : on prolonge fy, , . sur[b,,b,] par €. On traite ces parties comme Ml et on les réunit
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II. Définition de I'intégrale sur un segment

n-1 n
pe&([a,b],R),0=(a, )je[[O,n]] subdivision subordonnée. ¢=Zﬂj;(]aj’am[ + Zak;({ak}
k=0

j=0

;1 —@;) ne dépend pas de la subdivision choisie.

n-1
La quantité Z/ij (a
j=0

Elle est appelée intégrale de ¢ sur le segment [a,b] et notée I[a 2?

| Preuve : mq rajouter un c au milieu de la subdivision ne change rien +recrapide : 1_(@)=1_ . (@) =1_(¢)

est linéaire

=
® an?

{g([a,b],R) —-R

Positivité de l'intégrale : Vo € £([a,b],R), si ¢ >0 sur I, alors I[ 5% >0

Croissance de l'intégrale : V(p,y) € ¢([a,b],R)?, si w > ¢ surl, alors I[ " > ay?

Chasles : ¢ € ¢([a,b],R),c €]a,b[= Pac) € £([a,c],R), Pep) € £([c,b],R) I[a,b](a = J'[ayc]go + [C'b]qo

L'intégrale est I'aire algébrique comprise entre la courbe et I'axe des abscisses entre (x = a) et (x=b)

Changer la valeur de @ en un nombre fini de points n'affecte pas I[a b](o

Si @ constante égale a A sur | ,I[ 52 Ab-a)
a,

feepnfablR) 5 =([ opcal@ablRio<t) 5 ={[ wyesl@ablR)f<y|
3, est majorée et S, est minorée  sup S, =inf s, :I[ab]f est I'intégrale de f sur [a,b]

Cette définition prolonge celle de -[[a,b] sur £([a,b],R)

5

Preuve : Croissance de I'intégrale sur £(1,R) = maj/min. Densité de g(1,RR) dans €°pm(l,R), &, :b—

est linéaire

copm(l,R) >R
f =

[a,b]

Positivité de l'intégrale : Vf e €°pm([a,b],R), sif >0 sur 1, alors .[[ ’ f>0

Croissance de l'intégrale : V(f,g) e @ pm([a,b],R)?, sig > f surl, alors _[[ b]g > (o]

ChaS|eSf Eeop n([a,b],R),CE]a,b[ j[ab]f - [a.c] f +J.[Cb]

| Preuves : Encadrer avec ¢ et y d'une partf / g..., d'autre part A f /(f + g) + linéarité dans (I, R)

f ec°pm([a,b],R) M =sup | f(x)| g € c°pm([a,b],R)

xe[a,b]

.[[a,b] f‘g I[a,b]' Tl

U f‘sM|b—a|
[a.,b]

.[[a,b] fg‘ <M I[a,b]l g| (Inégalités de la moyenne)
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/\En général, on n'a pas

.[[a,b] fg‘XM U[a,b]g‘ /I\

I fsic<d

[c.d]

f ee>pm(1,R),¥(c.d) e I on définit | f (t)dt = [, fsid<c
Osid=c

est linéaire. On vérifie Chasles : V(«, 83, 12 " ()dt = ﬂf tydt + [ (t)dt
[ SR onvert (. py)e V[ tOdt=] f)dt+] fO)

{G"pm(l,R)—)R

I\ La positivité et la croissance ne sont vraies quesic<d /I\

III. Sommes de Riemann

f ec°pm(l,R).c =(a,) une subdivision adaptée. Vj [0,n—1], on prend &; €[a;,a;,]. £ =(¢;)

je[[O,n]] je[[O,n—l]]

S(f,0,)= 3 (3-8 F &)

Théoréme de convergence : S( f ,a,ﬁ)wf{ayb] f

Preuve : Sif € @°([a,b],R), Heine:U.C°= 7 >0tq |x—y|<n =] f(x)- f(y) <&, :bi

S(f.0.8)-[ f =i(a,-+l—a,-)f(f,-)—j[a,b}f i]:*l(f(r:,-)— fO)d  H-& e, -al<n

:‘S(f,o-,z:)—j:f

n-1 . n-1
<2 ), 1TE)-TOldt<sd (8, -a)=¢
=0 i=

(HP) pour les €°pm, on partage la somme entre les parties continues et les parties ou fj est

pt de discontinuité (nb fini). On les majore par le sup de f, négligeable quand 6 — 0

Subdivisions régulieres : a f(a+jb aj P >Ibf(t)dt
n <= n a
b-a .b-a b 12 (] 1
— a-+ >| f(t)dt = f|= f (t)dt
23 (a2 = 10 R OEIRC
Inégalité de Cauchy-Schwartz : (f,g) € @ pm([a,b],R)?
' 5 p e N[0 2 e \2 . e
Ua f(t)g(t)dt S(L f (t)dt) (L g (t)dt) Pour les fcts continues, on a égalité ssi f = A9

Preuve : P(1) = I:(f (t)-Ag(t)’dt VA,P(1)>0 On dvp P(1)en polyndme de A<0=>CS

f >0sur[a,b]

b alorsf =0, 5 (preuve : contraposée + voisinage)
S, :
L f(t)dt>0

f ec°([a,b],R) {
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IV. Théoreme fondamental de I’analyse et applications

|l >R

F X F est dérivablesurl etF'= f
X > j f (t)dt
X

fec®(l,R) x,¢el

Preuve : F(x+h)—F(x)=Lx+hf(t)d . =F(x+h) -F(x)-h (x)|£Uxx+h| ft)—f(x)|d|
£>0,6>0 |t—x|ghl<s =] f(t)=f(X)|<e=|F(x+h)—F(x)=h {x)|<|h|e= DL a l'ordre 1

Pour f e @ pm(l,R), on montre de la méme fagon que f est F est dérivable hors des points de discontinuité.

En revanche, Sif € @ pm(l,R), alors F € €°(1,R)

(f,F)ed(l,R)? On dit que F est une primitive de f surl siF e 9'(I,R) et F'= f
Si F, est une primitive de f, alors {F primitive de f }={F, +k,k e R}

D’apres le théoréme de Darboux, toutes les fonctions n"admettent pas de primitives.

Tout fonction continue sur | admet une primitive sur I.

VX, €l,F:x— J:] f (t)dt est I'unique primitive de f s'annulant en 0

f €@ (1,R) F primitivedef surl. I: f(t)d £ F(b)-F(a)=[F®)]>
1 2 b 1 t=b b 1

(f.9 (LR} [ fmamd £[fHaOL:-[ fHg'®d t

f e (I,R) JintervalledeR, o (J,R),p(I)c1l  (c,d)el?

d o(d)
[ fopu)xp')du=" "f(t)dt
¢ f(t) dt 7

f paire = j° f (t)dt = j: f (t)dt j f(t)dt =2 j: f (t)dt
f impaire :jfaf(t)dt:—j:f(t)dt [* fdt=0

[ (x hydx = £ (x)dx

£ T—périodique: [ t@®dt=[ fdt [ f@ydt=[ f bt

Valeur moyenne : m =ij‘b f(t)dt <sup]| f |
b—a-a [a.b]

@ (X)

Gix> [T O 6,0 =909 T op(X)—y ()% Fop(x)

Formule de Taylor avec reste intégral :

f E@nﬂ(l ,R),V(x,a) c |2, f(x):i%(x—a)k +I:%f(n+l)(t)dt

k=0

On écrit aussi J‘X% f ™D (t)dt = (x— a)mj‘ol% f ™D ((L-s)a+sx)ds

a
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V. Breve extension aux fonctions a valeurs complexes

On étend la définition des fonctions continues par morceaux pour les fonctions a valeurs complexes

f ecpm(l,C) f=Re(f) f,=Im(f) [ f@®dt=] fOdt+i[ f, Ot

On montre la linéarité, Chasles, les inégalités (sur le module), le lien avec les primitives, I'intégration par parties, la
formule de Taylor avec reste intégral, et le changement de variable (REELLE).
On n’a pas I'égalité des accroissements finis, mais on a I'inégalité des AF :

Inégalité des accroissements finis : f € (1, C) VY(a,b)el? |f()-f(a) Sup | f'||b—a]

ou[b a]
0§ K . n+l
Inégalité de Taylor-Lagrange : f e€™(1,C) V(a,b)el?, [f(xX)-> —— (a) (x—a)*|< su g £ |¢
K i (n+1)!
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Chap 21bis : Techniques de calcul de
primitives et d’'intégrales

On notera : J f (x)dx ={Ensembles des primitives de f sur 1}=F(x)+k

I. Rappel des techniques de base

IPP: [ (F'g)()dx= f (x)g(x) - [ (fg)(x)dx
Changement de variable : ¢ difféomorphisme (peC'(1,J) et o €' (J,1)),g=fop
[ £ 0)dx=[g(u)du=G(u) +k =G(p™(x)) +k (On pose U = g (X))

II. Fonctions rationnelles

Idée : décomposition en éléments simples

Parties polaires : J.de =In(x—a)+c (/" uniquement dans R)
X—a

11
n-1(x—a)"*

(n>1) | - —1a)“ dx

26¥X—+ﬂn irréductible dans R :
(ax® +bx +c)
yX+0

(L+x*)"

On se raméne a par mise sous forme canonique et changement de variable

I11. Exponentielles, fonctions trigonométriques et polynomes

Ie“xP(X)dX avecPeC [X]etaeC:
— Soit on fait n intégrations par parties, jusqu'a avoir degP =0

— Soit on cherche une primitive sous la forme x > e“*Q(x) avec deg P =degQ

Icos(ax)P(x)dx ou Isin(ax)P(x)dx avecPeC, [X]etaeR:
— Soit on fait n intégrations par parties, jusqu'a avoir degP =0
— Soit on cherche une primitive sous la forme X > Q(X) cos(ax) + R(x)sin(aXx)

— Soit on écrit (si P € R[X]), [co @x)P(x)dx = Re( [ e‘“XP(x)dx)




Mathématiques — cours

IV. Polynomes et fractions trigonométriques

J.cosn xsin® xdx
—Sinoup impair: (p.exn=2k+1)

. T T
u=sinx Xe |-—,—=
} 2 2[

J.(cos2 x)* cos xsin® xdx = jcos xsin® x(1-sin® x)dx = ju P(A-u®)*du
du=cos xdx ue[-11]

=Q()+k =Q(sinx)+k

—Sin et p sont pairs
On linéarise pour se ramener a Zak sin(kx) +Zbk cos(kx)

jcos(kx)sin(lx)dx: Formules de trigo + produit - somme

IF(cos X,Sin X)dx fraction rationnelle trigonométrique. On veut se ramener a IG(t)dt avec G e R(X)

— Cas simples : on tente de posert =C0s X,Sin X ou tanx.
* Pour pouvoir écrire @ = G(cos x)sin xdx, on vérifie que F (cos(—x),sin(—x)) = —F (cos xsin x)
* Pour pouvoir écrire @ = G(sin x) cos xdx, on vérifie que F (cos(z — x),sin(z — X)) = —F (cos xsin X)
* Pour pouvoir écrire a = G(tan x)(1+ tan® x)dx, on vérifie que F (cos(r + x),sin(z + X)) = F (cos xsin x)

t=tan>
2

— Cas général : on prend
dt = ;(Htan2 X) dx = 2dt

2 1+t°

2

On aura COSX = - etsinx= -
1+t 1+t

V. Radicaux

— Radicaux affines : X > v/ax+b : On pose généralement u =+ax+b
+b
cx+d

— Radicaux vax? +bx+c : on le met sous forme canonique JE2—1.1-t2 ou Vt? +1

dX on pose en général u =

De méme pour I

. T
t=sinfe]-1, fe |-—;— -
* Pour /1-t*, on pose -1y e} 2 2{ J1-t? =+/1-sin’ @ = cosd
dt =cos@dé
t=chxe]l;+
* pour v/t* —1, on pose €L+ Jt2—1=+ch?29-1=sh@
dt =sh xdx

t=tandeR ee}—ﬁ-ﬁ{
* pour Y1+1t%, on pose 2'2 Vi+t2 =——

) cosd
dt=(@Q+tan“8)da
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