Mathématiques — cours

Chap 21bis : Techniques de calcul de
primitives et d’'intégrales

On notera : J f (x)dx ={Ensembles des primitives de f sur 1}=F(x)+k

I. Rappel des techniques de base

IPP: [ (F'g)()dx= f (x)g(x) - [ (fg)(x)dx
Changement de variable : ¢ difféomorphisme (peC'(1,J) et o €' (J,1)),g=fop
[ £ 0)dx=[g(u)du=G(u) +k =G(p™(x)) +k (On pose U = g (X))

II. Fonctions rationnelles

Idée : décomposition en éléments simples

Parties polaires : J.de =In(x—a)+c (/" uniquement dans R)
X—a

11
n-1(x—a)"*

(n>1) | - —1a)“ dx

26¥X—+ﬂn irréductible dans R :
(ax® +bx +c)
yX+0

(L+x*)"

On se raméne a par mise sous forme canonique et changement de variable

I11. Exponentielles, fonctions trigonométriques et polynomes

Ie“xP(X)dX avecPeC [X]etaeC:
— Soit on fait n intégrations par parties, jusqu'a avoir degP =0

— Soit on cherche une primitive sous la forme x > e“*Q(x) avec deg P =degQ

Icos(ax)P(x)dx ou Isin(ax)P(x)dx avecPeC, [X]etaeR:
— Soit on fait n intégrations par parties, jusqu'a avoir degP =0
— Soit on cherche une primitive sous la forme X > Q(X) cos(ax) + R(x)sin(aXx)

— Soit on écrit (si P € R[X]), [co @x)P(x)dx = Re( [ e‘“XP(x)dx)
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IV. Polynomes et fractions trigonométriques

J.cosn xsin® xdx
—Sinoup impair: (p.exn=2k+1)

. T T
u=sinx Xe |-—,—=
} 2 2[

J.(cos2 x)* cos xsin® xdx = jcos xsin® x(1-sin® x)dx = ju P(A-u®)*du
du=cos xdx ue[-11]

=Q()+k =Q(sinx)+k

—Sin et p sont pairs
On linéarise pour se ramener a Zak sin(kx) +Zbk cos(kx)

jcos(kx)sin(lx)dx: Formules de trigo + produit - somme

IF(cos X,Sin X)dx fraction rationnelle trigonométrique. On veut se ramener a IG(t)dt avec G e R(X)

— Cas simples : on tente de posert =C0s X,Sin X ou tanx.
* Pour pouvoir écrire @ = G(cos x)sin xdx, on vérifie que F (cos(—x),sin(—x)) = —F (cos xsin x)
* Pour pouvoir écrire @ = G(sin x) cos xdx, on vérifie que F (cos(z — x),sin(z — X)) = —F (cos xsin X)
* Pour pouvoir écrire a = G(tan x)(1+ tan® x)dx, on vérifie que F (cos(r + x),sin(z + X)) = F (cos xsin x)

t=tan>
2

— Cas général : on prend
dt = ;(Htan2 X) dx = 2dt

2 1+t°

2

On aura COSX = - etsinx= -
1+t 1+t

V. Radicaux

— Radicaux affines : X > v/ax+b : On pose généralement u =+ax+b
+b
cx+d

— Radicaux vax? +bx+c : on le met sous forme canonique JE2—1.1-t2 ou Vt? +1

dX on pose en général u =

De méme pour I

. T
t=sinfe]-1, fe |-—;— -
* Pour /1-t*, on pose -1y e} 2 2{ J1-t? =+/1-sin’ @ = cosd
dt =cos@dé
t=chxe]l;+
* pour v/t* —1, on pose €L+ Jt2—1=+ch?29-1=sh@
dt =sh xdx

t=tandeR ee}—ﬁ-ﬁ{
* pour Y1+1t%, on pose 2'2 Vi+t2 =——

) cosd
dt=(@Q+tan“8)da
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