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Chap 19 : PolynOmes

K est un corps commutatif

I. Algebre K[X]

Un polynéme a coefficients dans K est une suite presque nulle (nulle a partir d'un certain rang) (a, ),y € K"

K[X]={polynémes a coefficients dans K}

(K[X1,+,") est un sous-espace vectoriel de (K", +,")

Multiplication sur K[X]: (&, ),y X (0 )een = (Zakbn_k]
k=0

neN

(K[X],+,x) est un anneau d'élément neutre 1,;,, = (3, ).y = (1,0,0,...)

K corps commutatif = K[ X ] anneau commutatif
g{K — K[X]

est un morphisme d'algeébre injectif a-(a =(a-1 x (a
al—)ax1K=(a,0,0,...) p g ) ( n)neN ( ]K[X]) ( n)neN

X = (8y0)oen = (0,1,0,0,..)

X = (8 )nen =(0,..,0,1,0,0,...) (le 1est en k —iéme position) XEx X=X !
(X"),y est une base de K[X] P=(a,)p =D a X"
keN
Degré du polynéme : deg P = —o0 si P =0y, deg P =max{k e N,a, # 0} sinon

Valuation d'un polynéme non nul val(P) = min{k € N, a, = 0}
degP<n< VvVk>n,a =0 degP=n<Vk>n,a =0eta, #0
degP e N < P =0y, deg(PxQ) =deg P +degQ

deg(P + Q) < max(deg P,deg Q) avec égalité si degP = degQ

n
Le coefficient dominant de P = ZakX “ dedegrénesta P estunitairesia =1
k=0

a, coefficient dominant de P, b, celuide Q = a, xb, est celuide PxQ

K, [X]={P € K[X],d g <n}sevdeK[X]

(X k)keﬁo,n]] basede K [X] =  dmi (K [X])=n+1
(Pk)keﬂo,n]] avec pour toutk :deg P, =k, est une base de K [X]

I\ seul K,[X] est un sous-anneau

P e K[ X] est inversible ssi degP =0
K[X] est integre
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II. Arithmétique sur K[X]

Division euclidienne : (A, B) € K[ X]x (K[X]\{04,}) 3(Q,R) e K[XT tq

A=BQ+R
degR <degB

Preuve : Unicité : regrouper chacun d’un c6té, utiliser les degrés pour montrer I’égalité

a _
Existence : Récurrence forte sur deg A. A = 2, X" + Ay, p=deg B, A = A—Lb”—“ X e J B
p

deg A <n=hyp.rec. A =QB+R, A=(%X”““’ +Q1JB+R1

p

K[X] est un anneau principal : pour tout | idéal de K[X], il existe Pe K[X]tq | =P-K[X]={PQ,Q e K[X]}

Si | #{04x,}, on a unicité du P unitaire

Preuve : on prend I'ensemble des degrés des polynémes de I'idéal |, on le minore, on prend un polynéme A, de
| qui corresponde a ce degré minimum, un prend P dans I, on en fait la division euclidienne par A, le reste est

dans | (car R=P-A,Q), il a donc un degré plus petit que A, ce qui est impossible sidegR>0—> Ay | P

On dit que B divise Ae K[ X] s'il existe Q € K[X] tel que A=QB

B| A< lereste de la DE de A par B est nul< Ae BK[X] < AK[X]c BK[X]

P
P et Q sont associés si {Qllg <& I1eK*tqP=1Q

Il existe un unique D e K[ X] tel que AK[X ]+ BK[X]=DK[X]:D=PGCD(A,B)=AAB

DA D|B

D=AAB=3U,V)eK[X], D=AU +BV D = AAB ssi ,
D = AU + BV (U,V) eK[X]

A et B sont premiers entre eux ssi AA B =1ssi 3U,V)3IK[X]*,AU + BV =1

. [A|BC
Lemme de Gauss : (A,B,C) e K[XT, = A|C
AArB=1
PAQ =1
=P =1
{P/\QZ _1 ANQQ,)

(P,Q,..Q,)eK"™ Vjefin],P @ ¥ AP f[Qj 1
j=1

(P,Q-Q) K™  V(j,k)e[Ln],j#kQ Q=1  Vke[Ln].Q,IP :f[ij
j=1

AA(BAC)=(AAB)AC=AABAC

I\ Premiers entre eux dans leur ensemble : P, AP, A...AP, =1

# Premiers entre eux deux a deux : V(j,k) e [[1,n]]2 J#k,P AR =1
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AK[X]~BK[X]=MK[X] M =PPCM (A B)=AvB

D=AAB
(A.B) € (KIX]\{0s ;3 { """ L 31eK* AB=AMD

M=AvB

Preuve : A= DA, B = DB, ,{mult.comm.A& B}={D x P, P mult.comm.A &B,}= AvB=D(A vB,)
A AB =1= A vB =uAB, DM =DxD(uAB,) = uAB

P estirréductible si ses seuls diviseurs sont les polynémes inversibles (1,1 € K*)

les polynémes associés a P (uP, i € K*)

P irréductible © V(Q,R) e K[X] P=QR=Q=4Ae€K*ouR=41eK*
= VQeK[X] PAQ= ;SIPIQ
1sinon
K < K Si P estirréductible dans K[ X], alors il est irréductible dans K[ X]
Algorithme d'Euclide = (P,Q) € K[ X T? PGCDy,,(P,Q) =PGCDy,,(P,Q) € K[X]
=A P @ IdansK[X] P=Q 1ldansK[X]
Un polynéme de degré 1 est toujours irréductible

P et Q irréductibles = lls sont soit premiers entre eux, soit associés

P irréductible, P|J]Q, = Jj €[Ln].P|Q
k=1

Tout polyndme P € K[ X ] de degré >1admet un diviseur irréductible
= Décomposition en polyndémes irréductibles : VP e K[ X ], degP >1,
A e K*, (R.,...,P,) polynémes irréductibles unitaires premiers 2 a 2

n
(a,ra,)e(N)" P= H P, et cette décomposition est unique a |I'ordre prés des facteurs
k=1

III. Polynomes et fonctions polynomiales associées

P :Zaka PoQ :Zaka e K[X] car K[X] anneau
k=0 k=0

K[X] —KI[X] : X . .
est un morphisme d'algébre (app. lin. + morphisme d'anneau)

P = PoQ
P(X)=PoX =P X N'EST PAS UNE VARIABLE (on n'écrit pas "posons X =3")

degP >1et degQ >1= deg(P-Q)=degP xdegQ

degP=0=P-Q=P, deg(P-Q)=0 degQ =0=deg(P-Q)<0
) K—->K
PeK[X],P= kZ;‘ak X ¥ sa fonction polyndmiale associée est : P R I5(X) _ Zn:akxk
k=0
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est un morphisme d'algebre

,[KIX] > 5K .K)
{P P

Si K est fini, & n'est pas injective (dans %Z : X = X” —x fonction nulle (Fermat), mais X * — X non nul)

Une racine (ou zéro) de P dans K est un a € K tel que P(a) = Ok
PeK,aek, le reste de la div. euclidienne de P par (X —a) est P(a)

Preuve: P=(X —a)Q+R P(a)=(a-a)Q+R

PeK[X],aeK estracinede P ssi (X —a)|P

P eK[X]J\{Oyx;} P aunnombre fini de racines différentes (nbre < deg P)

K[X] - §(K,K)
Soit K corps infini. & 5 - est injective. (car fct nulle = <o racines)

P

a racine de P, son ordre de multiplicité est ord, (a) = max{ j € N*,(X —a)’ | P}

(X-a)"|P
(X —a)“* [P

Le nombre de racines de P (non nul) comptées avec leur multiplicité est inférieur au degré de P

(X —a)“|P<ord (a)>k { < ord,(a) =k

P est scindé sur K s'il a autant de racines comptées avec leur multiplicité que son degré

<3(ay,..a,)eK" 282, (a,...,)e(N*)", 1eK*,  P=A][(X-a)*
k=0

n
La fonction polynomiale associée a P = Zak X * est paire ssi pour tout k impair, a =0

k=0
IV. Polynome dérivé
n n n-1
P=>a X" Sonpolynéme dérivé DP = > ka X"* =>"(k+1)a,, X"
k=0 k=1 k=0
K[X] —K[X] o
D est une application linéaire
P > DP
n(n
D(PQ) =D(P)xQ+PxD(Q) Leibniz: D" (PQ) = Z[kJ(DkP)(D”“‘Q)
k=0

Dans R ou C : DP = (P)'

Pour la suite, on prend car(K) =0 (par exemple K=R ou C)

Si degP >1, degDP =degP -1 SidegP <0,degDP=-0o = kerD=K

k n_ pk)
D ::I(a) (X _a)k zé P kl(a) (X _a)k

Taylor:n>d gP, eP(X)=)_
k=0
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Preuve : Mq,vbeK,ﬁ(b)—i%(b—a)k _0 Q=pb)-Y2PX) ¢ xy Do -0

k=0 . k=0 k'

vje[o,k-1] PP (a)=0

(Preuve: div.euclid. P/ (X —a)®)
PY(a)=0

a racine d'ordre de multiplicité k de P < {

V. Dans R ou dans C

K est algébriquement clos << Tout polyndéme P € K[ X ], deg P >1 a au moins une racine dans K

< Tout polyndome P e K[ X], deg P >1 est scindé sur K
& Les seuls polyndémes irréductibles sont de degré 1

Théoreme fondamental de |'algébre (de d'Alembert-Gauss) : C est algébriquement clos

Tout polynéme P € C[X] s'écrit P = AH(X —a;)"

j=0

P=YaX"eC[X]=P=) aX"
k=0 k=0

_ est un isomorphisme d'algebre
P =P

{C[X] — (C[X]
a € C est racine de P ssi « est racine de P, ord, (a) =ord; (a)
Les seuls polynomes irréductibles dans R sont :

— les polyndmes de degré 1

— les polynémes de degré 2 sans racine réelle

Soit P € K[X] scindé sur K, n=deg P, (¢;...,) les racines de P (avec multiplicité), P = ZakX K
k=0
i i a_ . .
Pourtoutje[Ln],o;= > [la= 2 [la. Onavje[ln] L= (-0,
{iy...ip }eP, (N,) k=1 1<i; <..<i, <n k=1 7
VI. Familles essentielles de polynomes
Polynémes d'interpolation de Lagrange :  (&...a,) e K" 2 a 2 distincts; (¢,...2,) e K"
Il existe un unique P e K _,[X] tel que pour toutj e[1,n], P(a;) =«; :
i X —-a.
P=> oL, avec Vke[1,n], L, :Hg
k=1 i (@, _aj)
Polynémes de Tchebychev: VneN,3IT, € R[X]tq VxeR,T, (cosx) =cos(nx) (preuve : Re(e™))
bl o R ( ((n+1)+ cos((n~1)x) = 2c05 xcos(1)
reuve : Cos((N+1)X)+ cos((n—1)X) = ZC0S XCOS(NX
VneN,T  =2XT -T P

T, est scindé sur R[X] et admet n racines distinctes
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