Mathématiques — cours : Chap 18 : Espaces vectoriels (ll)

Chap 18 : Espaces vectoriels (II)

E sera un K —espace vectoriel

I. Quelques compléments

f e £(E) G supp de ker f = f,; isomorphisme de G sur Im f

(X;);.; € E” estgénératrice de E si Vect(x;),, =E (Idem avec parties)

(X;);e; € E” estlibre dans E si ¥n e N* Y (i dagung € 9" V(A g €K'

> A4, =0, = Yk e[Ln], 4 =0
k=0

Une famille non libre est liée
K c K A génératrice dans un K —ev = A génératrice dans le K —ev

K c K Alibre dansun K—ev = Alibre dans le K —ev
F famille libre = toute sous-famille de F est libre
F famille génératrice = toute sur-famille de F est génératrice

(u,V) libre ssi U et v ne sont pas colinéaires
Si 0 € F ous'ily aun doublon dans une famille F, F est liée
A partielibrede E.x, e E Au{X,} libre ssi x, ¢ Vect(A)

Une famille F est une base de E si elle est libre et génératrice dans E
<> Tout vecteur de E s'écrit de maniere unique comme CL de vecteurs de F

II. Dimensions

E est de dimension finie s'il admet une famille génératrice finie
Lemme de la dimension : A partie génératrice de E
= Toute partie libre L de E est finie, de cardinal card (L) < card (A)

Preuve du lemme : Récurrence sur card(A) = 3 cas : - L dans A (OK),
—Jae AagVect(L)= Lu{a}libre Vvel,v=V+a,a VeVect(A\{a})

n+1

= Hypothesederécurrence: Card (L \{v,})<n

= (V). libre dans vect(A\{a}) card (A\{a}) = n = hypothése de récurrence...
—vaeAaeVect(L) voel,vo=> 4a; SuppA,, #0=a,, eVect((@,),q . UV}
j=1

vwel\{v,} v=V+eay, V eVeCt(aj)jE[[lyn]] = (V),, libre dans Vect(a;)

Théoreme de la base incomplete : E K —ev de dimension finie
L partie libre de E, S partie génératrice de E
SynL=Y

35, =S tq
S, UL estune base de E
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Preuve: 5={S, =S S,nL=J S;NLlibre}
ot ={Card(S,) S, € S} partie de N non vide et maj d'apres le lemme = plus grand élément S;
veS SiveS =veVect(S,ulL) SiveS = SiveVect(S,UL): parl'absurde = S, UL base

Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base de dimension finie
Toute famille libre de E peut étre complétée en une base
On peut extraire de S famille génératrice quelconque une base S,

Toutes les bases de E espace vectoriel de dimension finie sont finies et ont méme cardinal

Preuve : 2 bases B (finie) et C. C libre, B gén finie => card C < card B. idem dans I'autre sens

La dimension de E est le cardinal commun a toutes les bases de E

S base ssi S génératrice minimale ssi S famille libre maximale

| Preuves : contraposées

K" —>E
V) €E" W i e &(K",E)
Kketn] @) leajvj
j=
v injective Ssi (Vk)ke[[l,n]] libre
v surjective ssi (V, ), ) 8€nératrice
pe £(E,F) ¢ injective de E dans F ssi VL famille libre de E, ¢(L) libre dans F (idée: (v) fam libre)

@ surjective de E dans F ssi VS famille génératrice de E, ¢(S) génératrice de F
ssi S famille génératrice de E, ¢(S) génératrice de F

II1. Calculs de dimensions

Tout sev F de E (de dimension finie) est de dimension finie et dim, F <dim, E avec égalité ssiE =F

F sev de E admet au moins un supplémentaire dans E

SIF®G=E,(g..e,) basede F, (W,..w, ) base de G = (¢,..€,,W,...w,) base de E
F®G=E=dim, E=dim; F +dim, G

dimy (F +G) =dim, F +dim, G—-dim, (F N G)
FNG={0.} F+G=E
FOG=E<< _ ) =R . .
dim, E =dim, F +dim, G dim, E =dim, F +dim, G
dim, (ExF)=dim, E+dim, F dim(E") =ndim(E)

dim, (£(E, F)) =dim, E xdim, F

¢(E,F) > F"
Preuve: (g...6,) base de E 1//{ (E.F) isomorphisme...

f = (f(e). f (&)

E (fini) et F K—ev,(e,...e,) base de E,(v,...v,) famille quelconque de F
Af e £(E,F)tqVje[Ln], f(e) =V,
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Base de £(E,F):(e..¢,) base de E,(V,...v,) base de F
E->F
v(i, j) e[Ln]x[La]. f,; =18 —w, (f.;);; base de £(E,F)
e (k=#i)—0.
E (fini) et F K —ev. S'il existe un isomorphisme de E dans F, alors dimF =dimE

E et F K—ev finis. lls sont isomorphes ssi ils ont la méme dimension

| Preuve : = ok, € passer par la bij avec K"

IV. Rang

(Vi) € E’ rg((v;);.,) = dim(Vect((v;);.,))

(V;);., famille d'éléments de E K —ev de dim finie :
rg((v;),.,) estle cardinal de la plus grande famille libre que I'on peut en extraire
(Vy,..,V,) € E" rg(Vy,...,v,) =N ssi (V,...,V,) est libre
dim(E)=n  (v;),., génératrice de E ssi rg((v;);.;)=n
rg(vy,...,v,) <min(dimE,n)

E de dim finie, pe L£(E,F) rg(p)=dim(Im(e))=dim(e(E))
B=(e,...6) base de E pe2(E,F) rg(p)=rg(p(e).....0(e,))

¢(F) sevde F = rg(p) <dimF
peL(E,F) rg(p)<dimE rg(¢) =dimE ssi ¢ injective de E dans F

Théoréme du rang : dim(E) = dim(ker ¢) + rg(¢)
Si dim, E=dim, F ¢ injective < ¢ surjective < @ isomorphisme

rg(ge f)<min(rg(f),rg(g))
h surjective = rg(f oh) =rg(f) h injective = rg(ho f)=rg(f)

V. Hyperplans et formes linéaires

Une forme linéaire sur E est une app. lin. ¢ € £(E,K)

L'espace dual E*= £(E,K)

Si E de dim finie, 3 = (g,,...,€,) base de E, ¥j €[1,n],a; = ¢(e;)
E - K
= n 4 Imp={0,}oukK
? V=2 Xe B D A, peler
j=L j=L
EK-ev un hyperplan H est un sev de E qui admet comme supplémentaire un sev de dimension 1

Si dimE =n, alors les hyperplans sont de dimension (n—1)
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EK-ev H hyperplanssi 3p € £(E,K),p =0, y, ta H =kerp

Preuve : = on définit une app. Sur H et sur Vect(xo), tq ¢\u=0y) et d\vectixo)(@Xo)=a, on vérifie H=ker ¢
< on prend X, tq ¢(xe)=1, on montre H®Vect(x,)=E (v=0(v)xo + (v — d(v)X0))

E * est un espace vectoriel de méme dimension que E (de dim finie)

1sik=j
B=(e,....€,) base de E = I(g,,...p,) € (E¥)" tq V(K, j) e[Ln] o5 (&) = 6, , :{oSI- ) Jj
’ sik #
(¢,...,@,) estune base de E*, la base duale de B

Vv eE, v=>p(V)e, Yy eE*, v =Y w(e)p,
1

i

C=(¢@,....,,) base de E*=3Jl(e,,...,e,) de E dont B soit la base duale associée

Preuve: 0V (¢, (V)...p,(v)) isomorphisme : mm dim, surj (si passurj = Iméf c H, = 3 pas libre)

VI. Compléments et applications

B, =(e,,...,6,) base de E vk [0,n], R =Vect(e,......e,) F,={0.}

p<n (v,..,v,)€E® tq vk e[l p] v, e R \F (Vi)iepepp €St €chelonnée : elle est libre

Une telle famille (v,,...,v,) est une base (dimE =rg(v,), =n)

n

(F;) iy famille de sev tels que {0.}C F C...CF

(Vi)ieqip @St échelonnée p/raux (), 4, sipourtoutk e[Ln] v, e EAF = (%), est libre

EK-evdedimn (¢,...0,) e (E*)’ Vje[Ls].H; =kerg,
rg(e,...o,) =dimE—-dim(H, n...nH,) w eVect(g,,...,o,) ssi (H,n...nH,) c kery

. . o U eK,u eK 2 ez
Suites récurrentes linéaires d'ordre 2 : (a,b) e K* fixés
vneNu,,, =au,,, +bu,
5={(U,),or,VNeN,u,, =au,, +bu }sevde K"
s> K? :
0 est un isomorphisme = dim, & =2
U= (Up,u,)
(E,):r’—ar-b=0 2 racinesr, £1, : = {(ozrln + 86", (@, B) eKz}

1racine doubler, : & = {((a + 80", . (a, B) € Kz} (ro :Ej
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