Mathématiques — cours : Chap 16 : Fonctions convexes

Chap 16 : Fonctions convexes

I. Définition et premiéres caractérisations

AcR" A est convexe si V(M,N) € A* [M,N]={(1l-t)M +tN,t [0,1]} = A
fed(1,R) f estconvexesiV(x,y)el? Vte[0,1] f(AL-t)x+ty) <(L-t) f(x)+tf (y)

f convexe < V(X,Y) € 1%, sur [X, Y], la courbe est en-dessous de la corde

f eg(1,R) Epigraphedef & ={(x,y)eR?*xel,y> f(x)}

f convexe ssi &, partie convexe de R?

| Preuve : < on prend la bordure

I\{fa} >R
7, y = f(x)-f(a) f convexe ssi Vae l,z, croissante sur | \{a}
X—a
.. . a—Xx X—a
Preuve : - disjonctiondescas: X<a<y=t=—— a<x<y=t=——. <7.(2)<7,(y)..
y—X -a

f ed'(1,R) f convexessif'croissantesurl ssif">0surl

Preuve : > f'(X) =inf{z, (t),tel,t>x} f'(y)=sup{z,(t)telt<y} f'(X)<7,(y)=7,(x)<f'(y)
2 L-t)f(X)+tf (2)- F(QA-t)x+tz ¢’ vxel,p(z)>0= ¢(y)>0= f convexe

f € §(1,R) concave Ssi son opposée est convexe

f €§(1,R): f est strictement convexe si V(X,y) € 12, x# y,Vt €]0,1[, f (L—t)x +ty) < (L—t) f (x) +tf (y)

< (7,),., strictements croissants <> Sif dérivable, f ' strictement croissante

f convexe, g convexe et croissante = go f convexe

II. Inégalités de convexité

f €$(1,R) convexe = Vne N*,V(x,...,x,) € I",V(4,...,4,) e R" avec Z/Ij =1 f(leijsz/lj f(x;)
[= j=1 j=1

Sif strictement convexe, on a égalité ssi X, =...= X,

1

Inégalité arithmético-géométrique : V(X,,...,X,) € (R,)" HZX] Z(ijj =1/X...X,
. o

j=1

Preuve : In strictement concave,

1 n n ) n 1 n 1 n
2, =H,In(;ﬂjxjj2;ﬂj In(x,); exp /= ;ij Zexp(zﬁln xj]= X,

it i=L
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