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Chap 14 : Espaces vectoriels (I)

I. Introduction

K —espace vectoriel : ensemble E tel que :
—(E,+) groupe commutatif (elt nt: 0;)
—(4, 1) eK?,(x,y) e E? A-(X+y)=Ax+ 1y
(A+p)-X=A-X+pu-X
(Axp)-x=A-(u-X)

-1, - X=X

0, -Xx=0¢ A0 =0 (<) -x=(-x) 4-x=0. < A1=0, oux=0,
K" est un K —esp vect

K eK sont2corps,E K—ev=EK -ev

F K-ev= (A F) estun K—ev

E K-ev,F c E sous-espace vectoriel
ssi F stable par + et - , et (F,+,) K—ev

| Fzd
SSI
V(x,y)e F> V(4 u)eK?, A-x+u-yeF

F+0

i 2 | F£O

e xHyer sy F2,VieK, A F
VieK,VxeF, A-XeF (x,y)eF"VieK, A-x+ye

F=J
Si
F stable par combinaison linéaire

(F;);., famille de sev deE, ﬂ F, sevdeE FAUX pour 'union : FUG sev<> FcGouGcF

jed

A c E = Il existe un unique plus petit sous-espace vectoriel Vect(A) contenant A :

c'est l'intersection de tous les sev contenant A.

n
Combinaison linéaire des (Xj)je[[l,n]] e E" :vecteurv = Zﬂjxj avec (4,); e K" (somme FINIE)
j=1

Vect(A)={Z,1jxj, neN*(x;); € A",(4); eK"}
j=1

Fo

n m
Preuve: U= ) AX; etV=> xy;, on unifie les listes (unions) = F, sev
1 1

AeF, || AcF = F stableparCL=F, cF

F+G={u+v, ueF,veG} estl'espace vectoriel engendré par F UG
H
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F+G=E
FOG=E< < VxeE,A(u,v) e FxG,x=u+Vv
KNnG={0.}

| Preuve: =V, +U, =V, +U, &V, -V, =U,—U, =0 «<=x+0=x=0; +x= Xx)0,

0 F+.+F=E
). I _ _ ) .
(F))jquny SevdeE  WxeE,3(u..u,) e Fx..F, X ;uj 1vje[Ln].F, A Y F, ={0,} (Preuve:idem)

k#]j

F, etF, ensommedirecte < F+F,=F ®F, & FnF, ={0.}

II. Applications linéaires
EetF2K-ev

f e®(E,F) <V(u,v)eE* V(A u)eK?, f(Au+uv)=AfU)+ug(v)
& f préserve les combinaisons linéaires

£(E) = £(E, E) ={endomorphismes de E}
f € £(E,F) = f morphisme de groupe
pe L(E,F),ye&(F,G),yweopeL(EG)

E, sevde E = ¢(E,) sevde F F, sevde F = ¢ *(F,) sevde E
kergp=¢ {0 .} sevdeE @ injective ssikerp ={0.}
¢ € £(E,F) isomorphisme < ¢ bijective, o™ € £(F,E)

Automorphisme : isomorphisme de E vers E
Groupe linéaire : GI(E) ={automorphismes de E}

(GI(E),°) groupe (sous groupe de (5,°), bijections de E dans E)

L(E,F) sevde §(E,F) (2(E),+,°) anneau = (£(E),+,-,°) est une K —algebre

- E—>E . . .
Homothétie : h, AeK, h, € £(E), isomorphisme ssi A =0
Vi A-v

F®G=E,p < 8(F,H)p, eﬁ(G,H>:»a!we$(E,H>/{”"F @ =a® )
Ve =,
III. Projections et symétries
F®G=E
E=F®G->E
Projection de F parallelementa G: p :{ pefL(E)
V=X+Yy X

Projecteur:pe £(E),pop=1p
Projection < projecteur
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pop=p
= Si p projection de F parallementa G, F®G=E,{F=Imp
G=kerp

. . Imp+kerp=E
< Si p projecteur: . . .
p est la proj sur Im p parallelement a ker p

Preuve: pop=p=Impnkerp={0.}: vekerp=0. =p(v)=pop()=p)=v
veE,p(v)elmp,u=p(v)+(v-p(v)) p(w) = p(v)—pep(v)=0

P, projection Imp// kerp= p,,., = Po,yn, Pkap = Picap

E=F®G->E

Symétrie de par rapport a F parallelementa G : S{
V=X+YP X-Y

S = ld;

s=2p-Id
S =—ldg P—1de

s est I'unigue endomorphisme de E tel que {

Sos=ld;
S symétrie = 1 F =ker(s—1d;)
G=Kker(s+1d;)

ker(s—ld.)@ker(s+1d.)=E

Ses=Id. = s \ \ .
S symétrie par rapport a ker(s—1d;) parallelement a ker(s+1d;)

Preuve: Sos=1d. = F =ker(s—1d;),G =ker(s+1d.),Vxe FNG,s(v)=v, s(v)=-v=>v=0,

X:v+;‘(v) =V_;(V) v=x+y=s(X)=xeF,5(y)=—-yeG=>E=F®G
S, symétrie...=> s =5,

ker(y op) D kerg

Im(y o) = Img
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