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Chap 13 : Fonctions d’une variable réelle

I. Généralités
Ac R nonvide

F(AR),+,x,-) est une R-algebre commutative :
(
(F(A,R),+,x) anneau commutatif (non integre)

(F(A R),-) R-espace vectoriel

B(A,R), I'ensemble des fonctions bornées de A dans R, est une sous-algébre de F (A,R)

Relation d'ordre partiel : f < g < Vxe A f(X)< f(y)

max(f,g)= {f:rilfax(f ). £ () =sup{f,g} (max{f,g} n'existe pas)
max(f,g) = f+g+2| f-g] min(f,g) = f+g—2| f-g]|
f. x> max(f(x),0) partie positive
fpaire < VX, f(—x) = f(x)
vf e F(AR), 31(g,h) e (F(A,]R))z,{g Eah":e'fh LR HM hixio M

| Preuve : existence OK, unicité :f=g+h=g" +h’ > g—g’ = h—h’ paire et impaire a la fois > 0

A+T =A
f € F(AR) T-périodique si = A+nT =A, f(x+nT)=1(x)
f(x+T)=x

| Preuve : récurrence, montrer que pour (-1) ¢ca marche (double inclusion)

G, ={T e R*, périodede f}uU{0} (G,+) est un sous-groupe de (R,+)

Soit f € (A,R) T-périodique : soit G, est dense dans R, soit Jla e R: ,G, =azZ

a est la (plus petite) période de f

II. Limites

| intervalle, 1 =[inf(1),sup(1)]
Un voisinage de a € R est une partie contenant un intervalle Ja—o,a+d[,6 >0

Un voisinage de + oo est un intervalle du type ]A,+oo] (AeR)

Un voisinage de a el dans | estune partie contenant un intervalle InJa—¢J,a+d[
*aeR: Ve>0,36>0,Vxel,|x—-al<o=| f(X)-1<e

aeT, leR, f convergeversl enasi:
*a =400 Ve>0,3JAeR,Vxel x> A f(X)-1K¢

Globalement : Quel que soit le voisinage V, de |, il existe un voisinage V de a dans |

telque:vxeV,f(x)eV, <« f(V)cV,
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La limite est unique (idemsuites)
f majorée par M = limite inférieure a M

X—a

. . | .
limf =1>0= f majorée par constante > > 0 sur un voisinage de a

= limg(x) =1

{f(x)s g(x) < h(x)

lim f (x) = limh(x) =

F.(ILR)={f e F(I,R),lim f (x) = 0} est un sous-espace vectoriel de F (I, R)
limf =0, g borné au voisinage dea = lim fg =0

lim(f+g)=Ilimf +limg lim(fxg)=Ilimfxlimg

Preuve: f(X)g(x)-I1l, = g&x_)jf (X)—Il)—llgg(x)—lz) -0

borné 0 0
ol 1
a f limf
Preuve:auvoisinagedea:isi £—1=—i(f—|)
[f|] 1] f | fl
——

borné

Onditquef tend vers toenac 1 si pour tout voisinage V, de *oo, il existe un
voisinage V deatqf (V) cV,

Sif tend vers +oo et g est minorée, (f +g) et fg tendent vers + o

f(1)cJlimf=beJlimg=1= limgof=|

Preuve: Ve>0,36>0,f (I n[a-J,a+0])c[b—e,b+e]= Ve >0,3x,, f(X,) e[b—¢&,b+¢]

=Ve>0,JNn[b-¢eb+e]xT=bel. V, voisinage de | =V, voisinage de b dans J,g(V,"J) cV,

V, voisinage de b=V voisinagede a dans |, f(V 1) cV,

feF(,R) limf=I V(@u,),el" limu =a= lim f(u)=I
a N—>+0 N—>+00
(Critere séquentiel) fconvergeena < V(u,), 1", si limu, =a,(f(u,)), convergente
N—-+o0

Preuve : - ok, € : preuve de I'unicité de la limite des f(u,) : lim f(u,) # lim f(v,) = suite w, avec termes pairs
u, termes impairs v, = w, converge vers a, donc f(w,) converge aussi (hypothése) > méme limite
La suite : contraposée

III. Continuité

f est continue en a el sielle admet une limite en a

C°(1,R,a) ={f € F(I,R) continue en a} est une sous-algébre de F(I,R)
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a=sup/inf(1),lim f =1,3tf eC°(1 U{a},R,a)

On dit que f est continue sur | intervalle si Vae |, f continue ena

C°(I,R) ={f e F(I,R), f continue sur I} est une sous algébre de F(I,R)

f eC°(1,R)= f(lI) est un intervalle

Preuve : on fixe y dans [f(a), f(b)], on translate f de -y, on pose A={xe[a,b], g(x)<0}, A est maj par b, il a un sup
czb, on prend une suite cv vers c dans A, lim(g(u,))=g(c)<0 fait par I'absurde pour montrer que g(c)=0

L'image par une fonction continue d'un segment est un segment

Preuve : maj:abs3(X,), f(x,)=n asx,<b = (X,m) CV (BW)=Ilim f(x,,)=f()=p
d borne sup f(x), suite (z,) tq f(z,) CV vers d, sous suite CV vers |, f(I)=d

feC(I,R), f(1)cJ,geC’(J,R)= go f eC°(I,R)

f k-lipschitzienne si V(x,y) € 1%,| f ()= f(y)|,.<k|x-Y]| = f continue sur |

f contractante si k-lipschitzienne, k <1
f k-lipsurl,g k'-lipsurJ,f(l1)cJ,gof kk'-lipsurl

f uniformément continue si :

Ve>0,36>0,V(x %) e %[ x=X 5= f(x)- f(y)|<e

(# f continue: Vx, € I,Ve >0,30 >0,Vxe || x=X, [0 =] f(X)- f(y)[<¢)
Négation de l'uniforme continuité : 3¢ >0,V >0,3(x,y) e I?,|x—y[Kdet | f(X)=f(Y)|> ¢
<:}I X =Y, |_) O’l f(Xn)_ f(yn) |>{0

Théoreme de Heine: Toute fonction continue sur un segment est uniformément continue

| Preuve : par I'absurde, suites |x,—yn| -> 0, |f(x.)-f(y.)|>e, ss-suite cv, dans [a,b]

IV. Monotonie, limite et continuité
f € F(1,R) croissante sur |

Pour touta e I \{inf(1)}, f admet une limite a gauchef(a™) ena,f(a’)< f(a)

Si f=sup(l), soitf est majorée, et admet une limite finie en S~
soit lim f =+
k

a<b f(a)<f(@a)<f()<f(b)

Preuve : A={f(X),x>a}nonminoré=>BeR, f(x,)<B F .= Vxela,x[ f(x)<f(x)<B
A minorée = y =inf(A), caractérisation de la borne inf

(a,b)el12,a<b ¢ eJa,b[ f(b)> f(c) f(a)<f(c).
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f non continueenassif(a™)> f(a)ouf(a’)< f(a)

f € F(I,R) monotone sur | (intervalle) = f continue ssi f (1) intervalle

| Preuve : contraposée (non continue => f(a+)>f(a-) : aucune valeur entre f(a+) et f(a-))

f €e@(1,R) f injective ssi strictement monotone

| Preuve : contraposée : a, b, c, d, f(a)=f(b), f(c)<f(d), TVI

fec(I,R) J=1() f bijection de | dans J ssi strictement monotone

Homéomorphisme : f @° et bijde | surJ, f " continue surJ

f €@ (1,R), J=f(l),f bijectivedel surJ = f homéomorphisme

V. Relations de comparaison

f(X)= 0 (g(x))si | f(X)KM|g(x)| surun voisinage de a
f(x)= 0 (g(x)) 36 définie sur voisinage V de a, Vx eV, f(x) =5(x)g(X), & bornée

f(x)= XSc)m(g(x)), h(x) = Xga(g(x)) (af +ph)(x) = Xga(g(x)) + transitivité

f(x)= 0 (g(x)) si Ve >0,3V voisinage de a, VxeV nl,| f(X)[<e|g(X)|

f(x)= 0 (g(x)) < J¢g, définie sur voisinage V de a, Vx eV, f (X) =g,(X)g(x), limg, =0

a<pf x“= o (x) xﬂzxgw(x“)

X—>+00

f(X) ~g(xX)= (f(xX)—g(x))= - (g(x)) relation d'équivalence
f(X) ~ g(x) < 30 définie sur voisinage V de a, Vx eV, f(x) =5(x)g(x), limo =1

f
fl-;g]_ fzzgz = fl fz‘;glgz f_l:% PAS +1!
2 2

f() ~ 9() h()= . g(x)=(f+h)~g
f(xX) ~g(x) h(x)=~ AgX)=(f +h)~(1+)g (1 =-1)
f(x) ~leR< limf =1 /™ NE JAMAIS ECRIRE ~ 0 : cela signifie cst=0 a partir d'un certain rang /!\

VI. Fonctions a valeur complexe
On retrouve les mémes propriétés en remplacant les valeurs absolues par des modules, ou

en n'étudiant que la partie réelle/complexe
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