Mathématiques — cours : Chap 11 : Corps des réels

Chap 11 : Corps des reels

I. Corps des rationnels

(a,b) ~ (c,d) < ad =bc

Corps de fractions : (a,b) e K : (a,b) ={(x,y) € A,(a,b) ~ (x,y)}
(a,b)+(c,d)=(ad +bc,bd) (a,b)x(c,d)=(ab,cd)

(Q,+,x) unique corps de fraction contenant Z < ordre total sur QQ

Une partie majorée de Q n'a pas forcément de plus grand élément

Une partie majorée de Q n'a méme pas forcément de borne supérieure : {r e Q,r* < 2}

N,Z et Q sont archimédiens : Vae A\Vee A ,3neN,ng >a

II. Corps des réels

R unique corps: Contenant Q
Totalement ordonné
Archimédien
Vérifiant la propriété de la borne supérieure

| Constructions : Suites de Cauchy ou Coupures de Dedekind

IXI=1ylls[x+yl|<[x|+]y]
Toute partie majorée de R admet une borne supérieure

M majore A {Va eAa<M

AcR M =sup(A) < =
VmeRm<M =3daceAa>m Ve>0,dJac AM—-¢<a

II1. Partie entiere et applications

vxeR,ANeZtgn<x<n+1 n=E(x)=| x|

| Preuve: (xeR,) A={keN,k<x} Rarchi=3n,/n,x1>x N, majA = n+gd elt: OK

X E(X) croissante E(x+n)=E(X)+n n<x=n<E(x)

QestdensedansR:V(a,b)eR*3IreQ, a<r<b

Preuve: a<b IRarchi:>3qu*,1><q>bL p=E(ga+l) £—13a<£<b

—-a qa q q

R\Q est dense dans R

| Preuve : utiliser a—ﬁ (a rationnel)




Mathématiques — cours : Chap 11 : Corps des réels

IV. Intervalles

R = R U{+00,—o0}

[a,b]={xeR,a<x<b} (a,b) e R®

Jab[={xeR,a<x<b}  (ab)eR’

Convexe de R": Ac R" est convexe si, pour tout (M,N) e A?,[M,N]e A (Vt[0,1],tM +(L—t)N € A)
Convexede R : a<b [a,b]={(l-t)a+tb, t[0,1]}

Preuve: a<b= (1-t)a<(l-t)b= (1-t)a+tb<b | x €[a,b] t=;(;

Q| o

Les parties convexes (non vides) de R sont des intervalles

Preuve: (X,y)e[a,b] as<x<(@-t)x+ty<ty<b
A convexe, S =sup(A) a=min(A) Au cas par cas
Xela,fl=a<x<pf=>x=0-)a+tf=xecA

AcR V(ab)eR?a<b, 3Ixelab[nA
= VaeR,Ve>0, IxeA |x-ake

b—a b+a
Preuve : Ix e A X]a—¢,a+¢[ £= o=

5 5 la,b[=]la—&,a+ ¢
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