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Chap 10 : Arithmetique sur Z

I. Divisibilité

p divise n (p|n) s'il existe k € Z tel que n=kp

La relation de divisibilité est une relation d'ordre sur Z
b|a ssi le reste de la div. euclid. de a par b est nul
bla,blc=Db]|(ja+kc)

(a,b)eZ? (q,r)eN*tqa=bg+r etre[0,b-1] {divcommuns & aetb}={divcommunsa betr}

| Preuves : combinaison linéaire

V(a,b) e (N*)?,3!d e N* tel que aZ +bZ =dZ d =pgcd(a,b)=anb
Théoréme de Bezout : V(a,b) e (N*)?, 3(u,Vv) € Z* tels que pgcd(a,b) = au + bv

D|a,D|b,3(u,v) € Z*,D = au +bv < D = pgcd(a,b)

a,b sont premiers entre euxsiaAb=1 (On a dans ce cas la réciproque du thm de Bezout)
anb=1
Lemme de Gauss : =ajc
albc
|Preuve:aZ+bZ idéalde Z = dZ aedZbedZd=au+bv D|a,D|b=D]|d
ajc
blc = ab|c (Idem pour les produits plus grands)
anb=1

V(a,b) e (N*)?,3!m € N*, aZ nbZ = mZ ={multiples communs a a et b} m= ppcm(a,b)=avb
axb=(anb)(avhb)

Preuve : a =da,,b=db, m, =dab, a,Ab,=1

m=avh m=ka,b|m < db, |kda, = b, |k=k =D, ]

m=(ab,)j=m, ] Comme m, multiple de (a,d) =a et de (b,d) =b,m,|m=m, = ppcm(a,b)
(anb)ac=an(bac)=anbac estl'uniqued e N* tel que aZ+bZ +cZ=dZ (idem ppcm)

I\ (a,b,c) premiers entre eux dans leur ensemble (<> aAbac=1)
# (a,b,C) premiers entre eux deux a deux (<> aAb=aac=bac=1)
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II. Nombres premiers

p € Z*\{-1,+1} est premier si les seuls diviseurs de p sont :
Les inversibles {+1,—1}
Les nombres associés a p {+p,—p}

peN* premier < VjeN* jap=Lloup]|j

Tout nombre n > 2 admet un diviseur premier

Preuve : {diviseurs >1 de n} partie non vide de N =» minorée. Le minorant est premier

Il existe une infinité de nombres premiers

N N N
Preuve : par I'absurde : m=Hpj+1 P, M pk|Hpj:>pk|m—Hpj<:>pk|1
j=L j=1 j=1

Tout entier s’écrit de maniere unique sous la forme d’un produit de nombres premiers (a I'ordre pres des facteurs)

| Preuve : récurrence forte sur n>1. Si n pas premier, admet 1 diviseur premier =» puissance +1

R R R
_ aj _ Bi _ min(e;.5;) _ max(a;.f;)
=T m=[Tp/ =amb=[Tn™*"  aro=[]n™"
=)

k=1 k=1

III. Congruences et Z/nZ

neN,n>1

j estcongruak modulon (j=Kk[n])sidpeZ/k=I1+pn
La congruence est une relation d'équivalence, compatible avec + et x

k est la classe d'équivalence de k. %Z ={k.k e[0,n-1]}

card %Z =n

On définit des Ici + et x : %Z est un anneau commutatif

XG%Z XE(%Z)* ssikAan=1

N premier & nZ est un corps

Preuve : Bezout

Tout anneau intégre de cardinal fini est un corps

S frm o (F _ 7 7 ] N/
Lemme chinois : SinA p =1, alors AZXAJZ estisomorphe a APZ
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